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1 Introduction
Ce mémoire se propose d’étudier deux aspects de la théorie de l’approximation

diophantienne. Le premier est celui de la hauteur de sous-espaces vectoriels définis sur
un corps de nombres K et des théorèmes d’approximation qui y sont liés. Schmidt a
publié en 1967 un article fondateur sur ce sujet ([17]) ; l’objectif des parties 2 à 5 est
d’étudier en détails la majeure partie de cet article de Schmidt. L’une des questions
à la source de l’approximation diophantienne est la suivante (de manière informelle) :
étant donné un nombre réel α, comment peut-on "bien" l’approcher par des rationnels
p/q qui ne soient "pas trop compliqués", i.e. tels que p et q soient premiers entre eux
et pas trop grands ? On peut voir ce problème d’une autre manière : étant donné une
droite de R2 de coefficient directeur α, comment peut-on "bien" l’approcher par une
droite de coefficient directeur p/q (on veut donc que l’angle entre ces deux droites soit
le plus petit possible) qui ne soit pas trop "compliquée" ? De là on peut généraliser ce
problème : étant donné un sous-espace vectoriel A de dimension d d’un espace vectoriel
E de dimension n (euclidien ou hermitien), comment peut-on "bien" approcher A
par des sous-espaces vectoriels B de dimension e définis sur un corps de nombres K
(i.e. qui possèdent une base de vecteurs à coordonnées dans K) qui ne soient "pas
trop compliqués" ? Pour définir cette notion de proximité, Schmidt utilise les angles
d’inclinaison ϕ(A,B) entre deux sous-espaces A et B ; cela fait l’objet de la partie 3.
Deux sous-espaces sont "proches" si leurs angles d’inclinaison sont petits. Dans le cas
où d = 1 (i.e. A est une droite) et E = Rn, il n’y a qu’un seul angle d’inclinaison, qui
correspond à l’angle aigu entre un vecteur directeur de A et son projeté orthogonal
sur B (dans le cas où ce projeté est non nul, sinon l’angle vaut π/2). Pour caractériser
la "complexité" d’un sous-espace B défini sur K, Schmidt utilise la notion de hauteur
H(B). Dans la partie 2 nous introduisons entre autres des outils utiles pour la définition
de cette notion (comme les coordonnées de Grassmann). C’est dans la partie 4 que l’on
définit explicitement la hauteur. Schmidt donne une deuxième définition équivalente
utile et plus géométrique que nous étudions aussi et qui permet de l’exprimer en
fonction du covolume d’un réseau d’un certain espace euclidien (Cf partie 4.2) ; c’est
cette dernière définition qu’utilise notamment Roy dans son article [15]. Une fois tout
cela posé, nous sommes en mesure d’énoncer les premiers résultats d’approximation
diophantienne de Schmidt ; c’est l’objet de la partie 5 (et plus particulièrement 5.3).
L’objectif des parties 2–5 de ce mémoire est double : d’une part nous y avons développé
(en proposant la plupart des preuves) les outils qu’utilise Schmidt sans démonstration
en renvoyant à d’autres ouvrages (comme c’est le cas notamment pour les coordonnées
de Grassmann), et d’autre part nous avons essayé de fournir un certain nombre de
démonstrations que laisse partiellement ou totalement Schmidt au lecteur (par exemple
le cas (b) des théorèmes 5.1.1 et 5.2.2). Notons également que les arguments de Schmidt
pour le théorème 5.2.3 (going-down) pour le cas (b) ne fonctionnent pas à un endroit
de la preuve ; nous avons proposé une correction pour les rendre valables.

Le deuxième aspect abordé par ce mémoire (parties 6 à 8) est celui d’un domaine
relativement nouveau fondé par Schmidt et Summerer : la géométrie paramétrique des
nombres (Cf [18], [19] et les travaux plus récents de Roy [14], [15]). Dans ce cadre
Schmidt et Summerer ont redémontré un certain nombre d’inégalités classiques d’ap-
proximation diophantienne et en ont découvert de nouvelles. L’idée de la géométrie pa-
ramétrique des nombres développée par Schmidt et Summerer dans [18] et [19] est d’étu-
dier la suite des minima successifs d’une famille de corps convexes paramétrée par un
réel Q > 1 pour un réseau fixé construit à partir d’un vecteur u = (1, ξ1, . . . , ξn−1) ∈ Rn
dont les coordonnées sont linéairement indépendantes sur Q. Le logarithme en base Q
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de ces minima est intimement lié à des exposants classiques d’approximation diophan-
tienne. Dans la partie 6 nous parlons plus en détails de ces problèmes. Schmidt et
Summerer ont pu, grâce à cette nouvelle manière de traiter les problèmes d’approxi-
mation rationnelle, redémontrer des inégalités classiques et en découvrir de nouvelles.
Dans [19] les auteurs montrent que le n-uplet des minima successifs d’une famille de
corps convexes symétriques par rapport à un certain réseau Λ(u) (avec u ∈ Rn) peut
être approximé par une fonction d’une certaine classe (les (n, γ)-systèmes, cf définition
7.3.7). Les auteurs conjecturent que réciproquement, à toute fonction de cette classe
correspondrait un vecteur u de sorte qu’elle approcherait les minima successifs associés
au réseau Λ(u) et à la famille de corps convexes paramétrés. Roy démontre dans un
article récent [14] cette conjecture en simplifiant la classe de fonctions considérée (il
le montre pour des n-systèmes rigides qui sont des (n, 0)-systèmes particuliers, cf dé-
finition 7.1.2). La partie 7 est consacrée à l’article [14] et à la présentation du schéma
de la preuve de Roy. Dans l’article [15], il donne une importante application de son
théorème. Soit n ≥ 1 un entier et u ∈ Rn non nul. Pour tout Q ≥ 1, l’auteur définit en
suivant l’idée de Schmidt et Summerer le corps convexe suivant :

Cu(Q) = {x ∈ Rn+1 ; ||x|| ≤ 1, |x · u| ≤ Q−1}

et note λ1(Cu(Q)) ≤ · · · ≤ λn+1(Cu(Q)) ses n + 1 minima successifs (pour le réseau
Zn). Il pose aussi

Lu,j(q) = log λj(Cu(eq)) (q ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n+ 1),

et réunit ces applications en une unique application Lu : [0,∞[→ Rn+1 en posant

Lu(q) = (Lu,1(q), . . . , Lu,n+1(q)) (q ≥ 0).

Dans le but d’approximer la fonction Lu, Roy utilise une classe de fonctions déjà définie
par Schmidt et Summerer dans le cas particulier suivant (ce sont les (n, 0)-systèmes
dans [19]). Soit q0 ≥ 0. Un n-système sur [q0,∞[ est une fonction continue affine par
morceaux P = (P1, . . . , Pn) : [q0,∞[→ Rn vérifiant les conditions suivantes :

(S1) Pour tout q ≥ q0 on a 0 ≤ P1(q) ≤ · · · ≤ Pn(q) et P1(q) + · · ·+ Pn(q) = q.
(S2) Si H est un sous-intervalle ouvert non vide de [q0,∞[ sur lequel P est diffé-

rentiable, alors il existe un entier r (1 ≤ r ≤ n) tel que Pr est de pente 1 sur H et Pj
est constante sur H pour tout j 6= r.

(S3) Si q > q0 est un point en lequel P n’est pas différentiable et si les en-
tiers r et s qui vérifient P ′r(q−) = P ′s(q+) = 1 sont tels que r < s, alors on a
Pr(q) = Pr+1(q) = · · · = Ps(q).

Roy prouve alors l’important résultat suivant :

Théorème 1.0.1. Soit u ∈ Rn non nul. Alors il existe q0 ≥ 0 et un n-système P sur
[q0,∞[ tel que Lu − P soit borné sur [q0,∞[. Réciproquement, pour tout n-système P
sur un intervalle [q0,∞[ avec q0 ≥ 0, il existe un vecteur u ∈ Rn non nul tel que Lu−P
soit borné sur [q0,∞[.

En fait Roy prouve même ce résultat pour une classe de fonctions encore plus réduite
dans [14] (les n-systèmes rigides ; cf la partie 7 de ce mémoire où nous présentons la
construction de Roy). Dans [19], Schmidt et Summerer montrent la première assertion
de ce théorème pour une classe de fonctions plus grande que nous passons sous silence ici
(les (n, γ)-systèmes, cf [19] p. 59). Avant de parler de l’intéressante application que tire
Roy de son théorème, rappelons les exposants classiques d’approximation diophantienne
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que nous évoquions.
Soit n ≥ 1 et u ∈ Rn+1 \{0}. Pour j = 0, . . . , n−1 on note ωj(u) (resp. ω̂j(u)) la borne
supérieure de l’ensemble des réels ω tels que pour des Q arbitrairement grands (resp.
pour tout Q assez grand) il existe un sous-espace S ⊂ Rn+1 défini sur Q de dimension
j + 1 vérifiant

H(S) ≤ Q et H(S)dist(u, S) ≤ Q−ω,

où la distance (projective) dist(u, S) du vecteur u au sous-espace S est égale, en notant
projS⊥ la projection orthogonale sur S⊥, à

dist(u, S) = ||projS⊥(u)||
||u|| .

Géométriquement, cela représente le sinus de l’angle le plus petit entre la droite engen-
drée par u et S ; cet angle est le premier angle d’inclinaison entre la droite engendrée
par u et S.

On peut établir un certain nombre de résultats sur ces exposants. D’abord, un
théorème de Schmidt [17] (cf le théorème 5.3.3 de ce mémoire) assure que

ωj(u) ≥ ω̂j(u) ≥ j + 1
n− j

(0 ≤ j ≤ n− 1).

On a aussi les encadrements suivants :

Théorème 1.0.2 (Schmidt, Laurent). Soit n ≥ 1 un entier. Pour tout vecteur u ∈
Rn+1 non nul on a ω0(u) ≥ 1/n et

jωj(u)
ωj(u) + j + 1 ≤ ωj−1(u) ≤ (n− j)ωj(u)− 1

n− j + 1 (1 ≤ j ≤ n− 1), (1.1)

en définissant par convention le quotient de gauche comme étant égal à j et celui de
droite à ∞ si ωj(u) =∞.

Les inégalités de droite peuvent se prouver à l’aide du going-up (théorème 5.8) et
celles de gauche à l’aide du going-down (théorème 5.2.2) de [17] (Cf le théorème 8.1.3 de
la partie 8.1 de ce mémoire pour le détail de la preuve). Ces inégalités ont été observées
par Laurent dans [9] qui introduisit alors les exposants ωj(u). Dans le même article
il fait la remarque que chaque inégalité (1.1) prise individuellement est la meilleure
possible car en les combinant on trouve les inégalités de transfert de Khinchine qui
sont connues pour être optimales. On peut aussi montrer que l’ensemble des valeurs
prises par ωj(u) est tout l’intervalle [(j + 1)/(n− j),∞[.

En exprimant ces quantités ωj(u), ω̂j(u) dans le langage de la géométrie paramé-
trique des nombres et en utilisant le théorème 1.0.1, Roy montre

Théorème 1.0.3 (Roy, 2014). Soit n ≥ 1 un entier. Soient ω0, . . . , ωn−1 ∈ [0,∞[
vérifiant les inégalités ω0 ≥ 1/n et

jωj
ωj + j + 1 ≤ ωj−1 ≤

(n− j)ωj − 1
n− j + 1 (1 ≤ j ≤ n− 1).

Alors il existe un vecteur u ∈ Rn+1 dont les coordonnées sont Q-linéairement indépen-
dantes et tel que

ωj(u) = ωj et ω̂j(u) = j + 1
n− j

(0 ≤ j ≤ n− 1).

Ce théorème est le résultat principal de [15] (cf partie 8 de ce mémoire).
Davantage que les détails techniques des preuves, dans les parties 6 à 8 nous avons
essayé de retranscrire les structures et la plupart des constructions mises en jeu dans
ces deux théorèmes.
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2 Propriétés du déterminant, coordonnées de Grass-
mann et géométrie des nombres

2.1 Propriétés générales du déterminant, déterminants et ma-
trices composés

Dans cette section sera présenté un certain nombre de résultats techniques sur le
déterminant. La plupart sont issus de [1] et [5], les preuves proposées sont cependant
parfois un peu différentes de celles des auteurs. Leur utilité première pour nous est de
pouvoir établir les propriétés de base des coordonnées de Grassmann (et coordonnées
de Grassmann duales) du paragraphe 2.2, ainsi que celles des corps convexes composés
du paragraphe 2.4. La notion la plus importante est celle des matrices composées
et adjointes composées p-èmes A(p) et Adj(p)A. Les premiers résultats techniques
s’exprimeront facilement en termes de propriétés de ces matrices. Par ailleurs, elles
nous permettront de définir simplement ce qu’est un ensemble de coordonnées de
Grassmann d’un sous-espace de Kn.

Soit 1 ≤ p ≤ n deux entiers fixés. On pose N =
(
n
p

)
. Les conventions suivantes sont

importantes et seront réutilisées dans les parties 2.2 et 2.4. Elles sont personnelles et
inspirées de celles utilisées par Schmidt dans [17] pour introduire les coordonnées de
Grassmann. On ordonne les p-uplets (j1 < · · · < jp) d’éléments distincts de J1, nK par
l’ordre lexicographique (il y en a N) ; i désignera le i-ème de ces p-uplets (attention, n
et p sont sous-entendus dans cette définition, on s’assurera que le contexte dans lequel
on l’utilisera ne laissera pas d’ambiguïté) et on notera (i1 < · · · < ip) ses éléments.
On notera également i′ = (ip+1 < · · · < in) son complémentaire. Notons qu’il y a
également N (n − p)-uplets (jp+1 < · · · < jn) qu’on peut également ordonner par
l’ordre lexicographique. Si i est plus petit que j pour l’ordre lexicographique, alors i′
est plus grand que j′ : on en déduit donc que i′ est le (N− i+1)-ème des (n−p)-uplets.
S’il n’y a pas d’ambiguïté, j = (j1 < · · · < jn−p) pourra donc aussi désigner le j-ème
des (n − p)-uplets (avec nos notations, si i est un p-uplet, alors i′ = N − i+ 1). Nous
ne nous servirons pas tout de suite de ces notations.

Mp,q désignera dans cette section l’espace des matrices sur un anneau commutatif
unitaire fixé (en pratique, ce sera souvent C ou un sous-corps de C) à p lignes et q
colonnes .
Les notations suivantes (issues de [5]) seront commodes pour des raisons techniques.

Définition 2.1.1. Soient i1, . . . , in ∈ {1, . . . , n}. Si σ(k) := ik définit une permutation
de {1, . . . , n} alors on note εi1...in sa signature. Sinon on pose εi1...in = 0.

Définition 2.1.2. Soient (i1, . . . , ip) et (j1, . . . , jp) deux p-uplets d’entiers. Si
{i1, . . . , ip} = {j1, . . . , jp} =: I sont de cardinal p et inclus dans {1, . . . , n} alors on

définit δ
j1...jp

i1...ip
(n) , ou plus simplement δ

j1...jp

i1...ip s’il n’y a pas d’ambiguïté, comme étant le
produit des signatures des permutations de I associées à (i1, . . . , ip) et (j1, . . . , jp) (en
d’autres termes c’est la signature de la permutation qui envoie ik sur jk). Sinon, on

pose δ
j1...jp

i1...ip = 0.
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Dans ce cadre, si A = (aij)i,j est une matrice de taille n, alors on a

detA =
∑
σ∈Sn

ε(σ)
n∏
i=1

aσ(i)i (2.1)

=
n∑

i1,...,in=1
εi1...in

n∏
k=1

aikk. (2.2)

La deuxième formule peut paraître plus lourde que la première mais s’avère bien plus
pratique pour faire des calculs avec des déterminants extraits. On a notamment la
propriété utile suivante, qui vient directement de la définition de δ

j1...jn
i1...in et de (2.2) :

Proposition 2.1.3. Si B = (bij)i,j est une matrice de taille p × q et A une sous-
matrice de taille n dont les éléments sont ceux des lignes i1 < · · · < in et des colonnes
j1 < · · · < jn de B, alors

detA =
p∑

k1,...,kn=1
δ
k1...kn
i1...in

n∏
l=1

bkljl
. (2.3)

Le théorème suivant connu sous le nom de développement de Laplace est une géné-
ralisation des formules classiques de développement du déterminant par rapport à une
ligne ou à une colonne.

Théorème 2.1.4 (Développement de Laplace). Soit A = (aij)i,j une matrice de taille
n et (i1, . . . , in), (j1, . . . , jn) deux permutations de {1, . . . , n}. On fixe 1 ≤ p ≤ n un
entier. Alors on a les deux formules suivantes :

detA =
∑

k1<···<kp

kp+1<···<kn

δ
j1...jn

k1...kn

∣∣∣∣∣∣∣
ak1j1 . . . ak1jp

...
...

akpj1 . . . akpjp

∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣
akp+1jp+1 . . . akp+1jn

...
...

aknjp+1 . . . aknjn

∣∣∣∣∣∣∣ , (2.4)

et

detA =
∑

k1<···<kp

kp+1<···<kn

δ
k1...kn
i1...in

∣∣∣∣∣∣∣
ai1k1 . . . ai1kp

...
...

aipk1 . . . aipkp

∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣
aip+1kp+1 . . . aip+1kn

...
...

ainkp+1 . . . ainkn

∣∣∣∣∣∣∣ . (2.5)

Preuve La démonstration présentée ici est tirée de [5] (chapitre II, section 8).
Prouvons (2.4) et fixons (j1, . . . , jn).
On réarrange les facteurs aij dans (2.2) pour faire apparaître les jk et on obtient en
posant kl := ijl

:

detA =
n∑

i1,...,in=1
εi1...in

n∏
l=1

akljl
= εj1...jn ×

n∑
k1,...,kn=1

εk1...kn

n∏
l=1

akljl
, (2.6)

en utilisant l’égalité εi1...in = εj1...jnεk1...kn .
On fixe (k1, . . . , kn) avec k1 < · · · < kp et kp+1 < · · · < kn (il y a

(
n
p

)
tels n-uplets). On

considère les permutations (k′1, . . . , k′n) de {1, . . . , n} tels que (k′1, . . . , k′p) soit une per-
mutation de {k1, . . . , kp} ; (k′p+1, . . . , k

′
n) est alors une permutation de {kp+1, . . . , kn}.

Il y a p!(n− p)! telles permutations.

Comme εj1...jnεk
′
1...k

′
n = δ

j1...jn
k1...knδ

k′1...k
′
p

k1...kpδ
k′p+1...k

′
n

kp+1...kn , la contribution à la somme (2.6) de
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ces permutations vaut

δ
j1...jn

k1...kn×
n∑

k′1,...,k
′
n=1

δ
k′1...k

′
p

k1...kpδ
k′p+1...k

′
n

kp+1...kn

n∏
l=1

ak′
l
jl

= δ
j1...jn

k1...kn

∣∣aki,jl

∣∣
1≤i,l≤p ·

∣∣akp+i,jp+l

∣∣
1≤i,l≤n−p

par (2.3). D’où le résultat.
On obtiet (2.5) par transposition.

�

Le théorème qui suit généralise la formule donnant l’expression d’un coefficient d’un
produit de deux matrices en fonction des coefficients de chacun des facteurs. Ici, on
exprime les mineurs d’un produit de deux matrices en fonction des mineurs de chacun
des deux facteurs. Plus tard, on donnera une version matricielle de ce théorème.

Théorème 2.1.5. Soit A = (aij)i,j ∈ Mp,n, B = (bij)i,j ∈ Mn,q et C = (cij)i,j =
AB ∈Mp,q. Soit t ≤ min(p, q, n), i1 < · · · < it et j1 < · · · < jt. Alors∣∣∣∣∣∣∣

ci1,j1 . . . ci1,jt

...
...

cit,j1 . . . cit,jt

∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

k1<···<kt

∣∣∣∣∣∣∣
ai1,k1 . . . ai1,kt

...
...

ait,k1 . . . ait,kt

∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣
bk1,j1 . . . bk1,jt

...
...

bkt,j1 . . . bkt,jt

∣∣∣∣∣∣∣ . (2.7)

Preuve La preuve est issue de [5](chapitre II, section 8).
On note

D =

∣∣∣∣∣∣∣
ci1,j1 . . . ci1,jt

...
...

cit,j1 . . . cit,jt

∣∣∣∣∣∣∣ =
p∑

τ1,...,τt=1
δ
τ1...τt
i1...it

t∏
l=1

cτl,jl
(par (2.3))

=
n∑

h1,...,ht=1

p∑
τ1,...,τt=1

δ
τ1...τt
i1...it

t∏
l=1

aτl,hl

t∏
l=1

bhl,jl

=
n∑

h1,...,ht=1

∣∣∣∣∣∣∣
ai1,h1 . . . ai1,ht

...
...

ait,h1 . . . ait,ht

∣∣∣∣∣∣∣
t∏
l=1

bhl,jl
.

Or, on peut écrire le déterminant dans la somme sous la forme∣∣∣∣∣∣∣
ai1,h1 . . . ai1,ht

...
...

ait,h1 . . . ait,ht

∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

k1<···<kt

δ
k1...kt
h1...ht

∣∣∣∣∣∣∣
ai1,k1 . . . ai1,kt

...
...

ait,k1 . . . ait,kt

∣∣∣∣∣∣∣ ,
donc finalement

D =
∑

k1<···<kt


∣∣∣∣∣∣∣
ai1,k1 . . . ai1,kt

...
...

ait,k1 . . . ait,kt

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

h1,...,ht=1
δ
k1...kt
h1...ht

t∏
l=1

bhl,jl



=
∑

k1<···<kt

∣∣∣∣∣∣∣
ai1,k1 . . . ai1,kt

...
...

ait,k1 . . . ait,kt

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
bk1,j1 . . . bk1,jt

...
...

bkt,j1 . . . bkt,jt

∣∣∣∣∣∣∣ .
�
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Remarque(s) 2.1.6. Dans le cas particulier où p = q = t, la formule précédente est
appelée formule de Cauchy-Binet.

Rappelons-nous les notations introduites en début de paragraphe sur i et i′. Les
définitions qui suivent sont personnelles.

Définition 2.1.7. Soit A une matrice de taille r × s avec min(r, s) ≥ p. Si i = (i1 <
· · · < ip) est le i-ème p-uplet de {1, . . . , r} et j = (j1 < · · · < jp) est le j-ème p-uplet
de {1, . . . , s}, on note :

|A|(p)
i,j =

∣∣∣∣∣∣∣
ai1j1 . . . ai1jp

...
...

aipj1 . . . aipjp

∣∣∣∣∣∣∣ (2.8)

Si r = s =: n, on pose

|A|(n−p)
i′,j′ =

∣∣∣∣∣∣∣
aip+1jp+1 . . . aip+1jn

...
...

ainjp+1 . . . ainjn

∣∣∣∣∣∣∣ .
Enfin (toujours dans le cas n = r = s), pour simplifier on notera

ε
i,j

(n) := δ
j1...jn
i1...in
(n) ,

ou simplement εi,j s’il n’y a pas d’ambiguïté sur le n.

On peut réécrire (2.4), (2.5) et (2.7) avec ces nouvelles notations :

Théorème 2.1.8. Soit A = (aij)i,j une matrice de taille n. On fixe 1 ≤ p ≤ n un
entier. Alors pour tous i et j compris entre 1 et N =

(
n
p

)
on a les formules suivantes :

detA =
N∑
k=1

εk,j |A|(p)
k,j |A|

(n−p)
k′,j′ , (2.9)

et

detA =
N∑
k=1

εi,k |A|(p)
i,k |A|

(n−p)
i′,k′ . (2.10)

Théorème 2.1.9. Soit A = (aij)i,j ∈ Mp,n, B = (bij)i,j ∈ Mn,q et C = (cij)i,j =
AB ∈Mp,q. On pose n′ := min(p, q, n), on fixe t ≤ n′ et on pose N :=

(
n
t

)
. Alors pour

tout i compris entre 1 et
(
p
t

)
et tout j compris entre 1 et

(
q
t

)
on a

|C|(t)i,j =
N∑
k=1
|A|(t)i,k |B|

(t)
k,j . (2.11)

On peut définir alors les matrices composée et adjointe composée p-èmes d’une
matrice (cf [1] ou [5] p.291). Notons que Hodge et Pedoe les définissent après avoir
défini les ensemble de coordonnées de Grassmann, alors que nous allons au contraire
définir les coordonnées de Grassmann comme étant une certaine matrice composée
p-ème (cf le début du paragraphe 2.2).

Définition 2.1.10. Soit A une matrice de taille r × s et 1 ≤ p ≤ min(r, s) fixé. On
note R :=

(
r
p

)
et S :=

(
s
p

)
. On définit A(p) - appelée matrice composée p-ème de A -

comme étant la matrice de taille R× S dont le coefficient (i, j) est

A
(p)
i,j = |A|(p)

i,j . (2.12)

9
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Si r = s =: n (i.e. que A est carrée), chaque mineur d’ordre p de A est associé dans
le développement de Laplace (2.9) à un cofacteur d’ordre n− p (partir de (2.10) donne
le même cofacteur). On note Adj(p)A et on appelle matrice composée p-ème ajointe
la matrice transposée de la matrice dont les coefficients sont ces cofacteurs. Ainsi, le
coefficient d’indice (i, j) de Adj(p)A est(

Adj(p)A
)
i,j

= εj,i |A|(n−p)
j′,i′ . (2.13)

Cette égalité permettra dans la suite d’établir (2.20) qui fournit une relation entre
Adj(p)A et A(n−p). Un petit calcul et (2.11) permettent d’établir l’agréable propriété
suivante :

Proposition 2.1.11. Soit A ∈ Mp,n et B ∈ Mn,q deux matrices, et 1 ≤ p ≤
min(n, p, q) un entier. On pose N =

(
n
p

)
. Alors

I(p)
n = IN et (AB)(p) = A(p)B(p). (2.14)

Théorème 2.1.12. Si A est une matrice carrée de taille n et 1 ≤ p ≤ n, on a la
formule

A(p) ·Adj(p)A = Adj(p)A ·A(p) = (detA)IN , (2.15)

où IN désigne la matrice identité deMN . En particulier, on en déduit que

detA(p) = (detA)(
n−1
p−1), (2.16)

et
det Adj(p)A = (detA)(

n−1
p ). (2.17)

Preuve Les arguments sont issus de [1] (chapitre 2 et 5).
Montrons d’abord (2.16) et (2.17) à partir de (2.15). On suppose (provisoirement) ici
que nos matrices sont à coefficients dans le corps C. On considère alors detA comme
un polynôme en n2 variables, de degré n. Par (2.15) on a l’identité polynomiale

(detA(p)) · (detAdj(p)A) = (detA)(
n
p).

Remarquons que detA est un polynôme premier. L’argument est tiré de [1] (chapitre 2,
section 18) : en effet, sinon detA s’écrirait PQ avec P et Q non constants. P contient
au moins un certain aij et donc par (2.2), Q ne contient aucun ait ni atj (pour tout t).
De même, Q contient un ars et le même argument assure que P ne peut contenir aucun
art ni ats. Mais alors ni ais ni arj n’apparaissent dans P et Q donc dans PQ = detA,
ce qui est visiblement faux. Donc detA est premier.
On en déduit l’existence de constantes non nulles λ et µ et d’entiers α et β tels
que detA(p) = λ(detA)α et detAdj(p)A = µ(detA)β . En évaluant en A = xIn on a
A(p) = xpIN . On en déduit immédiatement que λ = 1, xp(

n
p) = xnα, donc α =

(
n−1
p−1
)
,

et par suite que µ = 1 et β =
(
n−1
p

)
.

Reste donc à prouver (2.15).
Par (2.12) et (2.13), le coefficient d’indice (i, j) de A(p)Adj(p)A est alors :(

A(p)Adj(p)A
)
i,j

=
∑
k

εj,k |A|(p)
i,k |A|

(n−p)
j′,k′

Par (2.10) utilisé avec (j, j′), cette somme est égale au déterminant de la matrice
obtenue à partir de A en remplaçant la jl-ème ligne par la il-ème ligne, l = 1 . . . p.
En effet, si on appelle B la matrice ainsi obtenue, le déterminant |B|(p)

j,k sera alors égal

10
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à |A|(p)
i,k et |B|(n−p)

j′,k′ restera inchangé et égal à |A|(n−p)
j′,k′ . Puisque le déterminant est

n-linéaire alterné par rapport aux lignes, B est de déterminant nul si i 6= j (car cela
signifie que deux lignes au moins de B sont identiques), de déterminant égal à detA si
i = j. D’où

A(p) ·Adj(p)A = (detA)IN .

Un raisonnement similaire permet d’aboutir à(
Adj(p)A ·A(p)

)
i,j

=
∑
k

εk,i |A|(p)
k,j |A|

(n−p)
k′,i′ = δ

j1...jp

i1...ip detA,

ce qui donne
Adj(p)A ·A(p) = (detA)IN .

On peut enfin remarquer que (2.15), (2.16) et (2.17) sont des identités polynomiales en
leurs coordonnées à coefficients entiers. En particulier, elles restent vraies sur n’importe
quel anneau commutatif unitaire.

�

Remarque : Adj(1)A est simplement la transposée de la comatrice de A et les
formules précédentes sont plus classiques. Le théorème suivant permet de relier les
mineurs d’ordre p d’une matrice inversible à ceux d’ordre (n − p) de son inverse, et
réciproquement.

Théorème 2.1.13 (de Jacobi). Soit A une matrice de taille n et 1 ≤ p ≤ n un entier
fixé. Soit i et j compris entre 1 et N =

(
n
p

)
. Alors :

(
Adj(1)A

)(p)
= (detA)p−1Adj(p)A.

En particulier, si A est inversible et puisque A−1 = (detA)−1Adj(1)A, on a(
A−1)(p) = (detA)−1Adj(p)A. (2.18)

Preuve Hodge et Pedoe ne donnent pas d’énoncé matriciel de ce théorème dans [5]
mais directement une égalité sur les coefficients des matrices mises en jeu (cf Thm VIII
section 8 chapitre II). La preuve proposée ici est également différente de la leur : plus
matricielle comme le suggère son énoncé, et utilisant des arguments plus algébriques
qui reposent sur la topologie de C pour éviter les distinctions de cas, et qui s’étendent
ensuite à un anneau commutatif unitaire quelconque. Supposons pour commencer que
A est inversible et que nos matrices sont à coefficients dans le corps C. Alors, d’après
(2.15)

A−1 = (detA)−1Adj(1)A.

D’autre part, en appliquant (2.14) à (2.15) avec p = 1, on a

A(p)
(
Adj(1)A

)(p)
=
(
Adj(1)A

)(p)
A(p) = (detA)pIN ,

donc
A−1 = (detA)−p

(
Adj(1)A

)(p)
.

En identifiant ces deux expressions et en multipliant par (detA)p on trouve le résultat
annoncé. On remarque ensuite que la formule est polynomiale en ses coordonnées,

11
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valable sur l’ouvert dense de Cn2 correspondant à detA 6= 0. Elle est donc vraie même
dans le cas detA = 0. Pour passer à un anneau commutatif unitaire quelconque, il suffit
encore une fois de remarquer que c’est une formule polynomiale en ses coordonnées et
à coefficients entiers.

�

Terminons cette section avec un dernier théorème qui permet de lier Adj(p)A et
A(n−p). Ce résultat servira directement pour les coordonnées de Grassmann duales.

Théorème 2.1.14. Soit n en entier et 1 ≤ p ≤ n fixé. On pose N :=
(
n
p

)
et pour tout

i compris entre 1 et N , εi := εi1,...,in . On définit

M :=


0 · · · 0 εN
... . .

.
0

0 . .
. ...

ε1 0 · · · 0

 . (2.19)

Soit A une matrice de taille n. Alors

M
t(
Adj(p)A

)
M−1 = A(n−p). (2.20)

En particulier, si A est inversible on a les formules

t(
A−1)(p) = (detA)−1M−1A(n−p)M (2.21)

t(
A−1)(n−p) = (detA)−1MA(p)M−1. (2.22)

Preuve Aitken laisse ces résultats en exercice dans son livre.
On note δi,j le symbole de Kronecker qui vaut 1 si i = j, 0 sinon. Si i et j sont
compris entre 1 et N , les coefficients d’indices (i, j) de M et M−1 sont respectivement
Mi,j = δj,N−i+1εN−i+1 et (M−1)i,j = δj,N−i+1εi. On a alors

(
M

t
(Adj(p)A)M−1

)
i,j

=
∑
k,l

Mi,k

t(
Adj(p)A

)
k,l

(M−1)l,j

= εN−i+1εN−j+1
t(
Adj(p)A

)
N−i+1,N−j+1

= |A|(n−p)
(N−i+1)′,(N−j+1)′ ,

la dernière égalité étant obtenue à partir de (2.13) en utilisant le fait que
εN−i+1εN−j+1ε

N−i+1,N−j+1 = 1. On conclut en se rappelant que (N − i+ 1)′ = i et
(N − j + 1)′ = j (dans le contexte des (n− p)-uplets de {1, . . . , n}).

La deuxième assertion du théorème s’obtient aisément en se rappelant que A−1 =
(detA)−1 × Adj(1)A pour la première formule, et en remplaçant A par A−1 pour la
deuxième.

�

Remarque(s) 2.1.15.
La transposition commute avec la composée p-ème d’une matrice et M−1 = tM .
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2.2 Coordonnées de Grassmann et coordonnées de Grassmann
duales

On peut naturellement adopter un point de vue projectif pour traiter des coordon-
nées de Grassmann (c’est le point de vue de Hodge et Pedoe dans [5], mais ce n’est
pas celui que l’on adoptera ici). Remarquons également qu’un certain nombre de ré-
sultats de ce paragraphe restent vrais en considérant un module libre de rang fini sur
un anneau commutatif unitaire quelconque. Nous nous restreignons au cas d’un corps
K puisque c’est le cadre qui nous intéresse. Les coordonnées de Grassmann permettent
d’associer à un sous-espace de Kn de dimension p une droite de K(n

p). C’est grâce à cette
association que Schmidt définit la hauteur d’un sous-espace de dimension p > 1 dans
[17]. En fin de section nous verrons que l’on peut définir les coordonnées de Grassmann
de manière intrinsèque pour un sous-espace d’un espace vectoriel E de dimension finie
à l’aide de l’algèbre extérieure p-ème : si x1, . . . , xp sont des vecteurs libres de E, le
vecteur x1 ∧ · · · ∧ xp est un ensemble de coordonnées de Grassmann de l’espace vec-
toriel qu’ils engendrent. Si cette définition est élégante et offre une notation agréable,
elle reste cependant peu pratique pour effectuer des calculs explicites, c’est pourquoi
nous commencerons par en donner une différente.
Le résultat principal de cette sous-partie est le théorème 2.2.6 qui relie les coordonnées
de Grassmann et les les coordonnées de Grassmann duales d’un sous-espace.

Définition 2.2.1. On note ϕ la forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur Kn
définie par

ϕ(X,Y ) =
n∑
i=1

xiyi.

Si G est un sous-espace vectoriel de Kn, on notera G⊥,ϕ son orthogonal pour ϕ (sous-
espace vectoriel de codimension dimG).

Soit F un sous-espace de Kn de dimension p. On note N :=
(
n
p

)
. On choisit

X1, . . . , Xp une base de F et on forme A ∈ Mn,p la matrice dont les colonnes sont
les Xi.

Définition 2.2.2. On appelle ensemble de coordonnées de Grassmann de F un vecteur
de la forme A(p)(∈MN,1) avec A comme ci-dessus.

La proposition suivante établit les premières propriétés des coordonnées de Grass-
mann. On trouvera une preuve du point (i) écrite d’une manière différente dans [5]
(p.289− 290).

Proposition 2.2.3. Soit X (resp. X ′) un ensemble de coordonnées de Grassmann
d’un espace vectoriel F (resp. F ′) de dimension p, et u un automorphisme de Kn de
matrice U . Alors

(i) F = F ′ ⇔ (∃α 6= 0 tel que X = αX ′).

(ii) U (p)X est un ensemble de coordonnées de Grassmann du sous espace u(F ).

Preuve (ii) provient directement de (2.14) et de la définition d’un ensemble de coor-
données de Grassmann.
Pour (i)(⇒). Remarquons que si X = A(p) et que Y = B(p) sont deux ensembles de
coordonnées de Grassmann de F , avec A,B ∈Mn,p, alors il existe P , matrice de taille
p inversible telle que A = BP . On en déduit par (2.14) et le fait que P (p) = detP que
X = αY avec α = detP 6= 0.
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Pour (i)(⇐). Par (2.14) et en composant avec un automorphisme idoine u, on peut se
ramener au cas où F est l’espace vectoriel engendré par les p premiers vecteurs de la
base canonique de Kn et où X = (1, 0, . . . , 0) provient de la matrice dont les colonnes
sont les p premiers vecteurs de la base canonique. Le résultat devient alors plus im-
médiat : si X ′ provient de A′, alors tout mineur formé à partir de p − 1 lignes de A′
choisies parmi les p premières et d’une i-ème ligne (i > p) est nul. Donc nécessairement
cette i-ème ligne est nulle et on a bien F ′ = F .

�

Définition 2.2.4. Si F est un espace vectoriel de dimension p de Kn, on note F ∗ la
droite de KN engendrée par un ensemble de coordonnées de Grassmann de F .

Par ce qui précède, cela ne dépend pas du choix de l’ensemble des coordonnées de
Grassmann (et cela caractérise F parmi les sous-espaces de dimension p).

Définition 2.2.5. Un ensemble de coordonnées de Grassmann duales de F est un
ensemble de coordonnées de Grassmann de F⊥,ϕ.

Remarquons que c’est un vecteur de KN puisque dimF⊥,ϕ = n−p. Un lien très fort
existe entre les coordonnées de Grassmann et les coordonnées de Grassmann duales.
Si on note τ l’automorphisme de Kn associé à la matrice M (définie par (2.19) - de
manière explicite on a τ(η1, . . . , ηN ) = (εNηN , . . . , ε1η1)) - alors on a le

Théorème 2.2.6.
(F⊥,ϕ)∗ = τ(F ∗). (2.23)

Preuve Les arguments qui suivent sont ceux utilisés par Hodge et Pedoe dans [5] mais
écrits dans un langage un peu différent (plus matriciel et explicite).
Soit X un ensemble de coordonnées de Grassmann de F qui provient de A ∈ Mn,p.
Soit B ∈Mn,n−p dont les colonnes sont une base de F⊥,ϕ. Par définition Y := B(n−p)

est un ensemble de coordonnées de Grassmann duales de F . De plus, A et B sont reliés
par l’équation

tBA = 0.

Maintenant, si u est un automorphisme de Kn de matrice U , si on change F en u(F ),
alors A est changé en UA et B est changé en tU−1B. Par (2.14), on en déduit que
X est changé en U (p)X, et donc MX est changé en MU (p)M−1(MX). Par ailleurs
Y est changé en (tU−1)(n−p)Y . Or, par (2.22), (tU−1)(n−p) = (detU)−1MU (p)M−1.
Finalement, τ(u(F )∗) et (u(F )⊥,ϕ)∗ sont les images respectives de τ(F ∗) et (F⊥,ϕ)∗
par un même automorphisme (l’automorphisme de matrice MU (p)M−1 dans la base
canonique), donc il suffit de montrer le théorème pour u(F ).
On se ramène ainsi au cas où les colonnes de A sont les p premiers vecteurs de la base
canonique et celles de B les (n− p) derniers vecteurs de la base canonique.
Dans ce cas-là, X = (1, 0, . . . , 0) et Y = (0, . . . , 0, 1) et donc MX et Y sont propor-
tionnels, d’où (2.23).

�

On peut adopter un autre point de vue sur les coordonnées de Grassmann - qui
a l’avantage de permettre une définition intrinsèque des coordonnées de Grassmann
d’un sous-espace F d’un espace vectoriel E de dimension finie n - en les reliant à
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l’algèbre extérieure. En contrepartie, il faudra passer par une identification dès qu’on
voudra les manipuler de manière explicite. Pour cela, il suffit de remarquer qu’on a un
isomorphisme canonique entre

∧p(Kn) et KN : en notant ej le j-ème vecteur de la base
canonique de Kn et Ei le i-ème de la base canonique de KN , on sait que

(
ei1 ∧ · · · ∧ eip

)
i

constitue une base de
∧p(Kn) (où i désigne toujours le i-ème p-uplet (i1 < · · · < ip)

lorsqu’on a ordonné les p-uplets par l’ordre lexicographique) ;

ei1 ∧ · · · ∧ eip −→ Ei (2.24)

est alors l’isomorphisme recherché. C’est toujours cette identification qu’on considérera
dans la suite, sauf mention explicite du contraire.
Remarquons de plus que si x1, . . . , xp ∈ Kn, et si on définit A comme étant la matrice
dont la i-ème colonne est xi, alors avec l’identification précédente on a :

x1 ∧ · · · ∧ xp = A(p).

Ainsi, si les xi sont libres et que F est l’espace vectoriel qu’ils engendrent, alors x1 ∧
· · · ∧ xp est un ensemble de coordonnées de Grassmann de F .
Nous allons maintenant introduire une généralisation des coordonnées de Grassmann :
les espaces composés p-ème. Les résultats qui suivent sont personnels et seront utilisés
dans certaines démonstrations du paragraphe 2.3.

Définition 2.2.7. Soit F un sous-espace de Kn de dimension k. On pose N :=
(
n
p

)
.

On définit F (p), le sous-espace composé p-ème de F comme étant l’espace vectoriel de
KN engendré par les x1 ∧ · · · ∧ xp, x1, . . . , xp ∈ F .

Proposition 2.2.8. Si k ≥ p et A est une matrice de taille n × k dont les colonnes
forment une base de F , alors les colonnes de A(p) forment une base de F (p). En parti-
culier, dimF (p) =

(
k
p

)
.

Preuve Soient (X1, . . . , Xk) et (X ′1, . . . , X ′k) deux bases de F . On forme A et A′
dont les colonnes sont respectivement les Xi et les X ′i. Alors il existe une matrice U
inversible telle que A′ = AU . En particulier, par (2.14) on a (A′)(p) = A(p)U (p) avec
U (p) inversible. On en déduit que les colonnes de (A′)(p) et A(p) forment deux bases
d’un même espace vectoriel qu’on note provisoirement G.
Par ailleurs, si j = (j1 < · · · < jp), alors la j-ème colonne de A(p) est égale à Xj1 ∧· · ·∧
Xjp

. Donc G ⊂ F (p). Réciproquement, si X1, . . . , Xp ∈ F sont libres, alors on peut les
compléter en X1, . . . , Xk une base de F et si B est la matrice dont la j-ème colonne
est Xj , alors la première colonne de B(p) sera égale à X1 ∧ · · · ∧Xp. Donc F (p) = G.
Pour la dimension, on remarque que la dimension de F (p) ne dépend que de celle de F
puisque si u est un automorphisme de Kn de matrice U , alors u(F )(p) = U (p)F (p). On
est ramené au cas où Xi = ei. Le résultat est alors immédiat.

�

Corollaire 2.2.9. Soit u un endormorphisme de Kn dont on note u(p) l’endomor-
phisme composé p-ème de KN associé. On a

Im
(
u(p)

)
= (Im u)(p). (2.25)

Preuve Si le rang de u est < p, les deux membres de l’égalité sont nuls. Si le rang de
u est plus grand que p, si on note U sa matrice dans la base canonique, alors on sait
que Im u est engendré par les colonnes de U , et de même, Im u(p) est engendré par les
colonnes de U (p). La proposition précédente permet de conclure.
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�

Proposition 2.2.10. Soit F et F ′ deux sous-espaces de E de dimension ≥ p. Alors

F ⊂ F ′ ⇔ F (p) ⊂ (F ′)(p).

En particulier si (x1 . . . , xp) est libre,

x1 ∧ · · · ∧ xp ∈ F (p) ⇔ pour tout i xi ∈ F. (2.26)

Preuve ⇒ est trivial.
⇐ Comme F (p) est engendré par les x1 ∧ · · · ∧ xp (xi ∈ F ), on est ramené au cas où
dimF = p et F = Vect(x1, . . . , xp), l’espace vectoriel engendré par x1, . . . , xp. On pose
k := dimF ′. Par ailleurs, quitte à composer par un automorphisme idoine, on peut
supposer que F ′ = Vect(e1, . . . , ek). Le sous-espace vectoriel (F ′)(p) a alors pour base
les ei1 ∧ · · · ∧ eip (i1 < · · · < ip ≤ k).
Soit j0 > k et j′ = {j1 < · · · < jp−1} ∪ {j0} avec jp−1 ≤ k. Alors le j′-ème coefficient
de x1 ∧ · · · ∧ xp (i.e. la composante selon Ej′ avec les notations de (2.24)) est nul car
Ej′ = ej′1 ∧ · · · ∧ ej′p /∈ (F ′)(p).
Si on note A la matrice dont les colonnes sont les xi, cela signifie que les p lignes
j0, . . . , jp−1 sont liées. Or x1 ∧ · · · ∧ xp ∈ (F ′)(p) est non nul, donc il existe j1 < · · · <
jp ≤ k tels que |A|(p)

j,1 6= 0, i.e que les lignes j1, . . . , jp de A soient libres. La ligne j0 sera
alors combinaison linéaire de n’importe quelles j − 1 lignes choisies parmi j1, . . . , jp,
donc ne peut être que nulle. On en déduit immédiatement que pour tout j0 > k,
pour tout l, la composante selon ej0 de xl est nulle et on a donc bien x1, . . . , xp ∈
Vect(e1, . . . , ek) = F ′.

�

2.3 Déterminants généralisés
La majeure partie de cette section est tirée de [17], à l’exception des preuves que

Schmidt laisse au lecteur dans son article et qui sont ici personnelles.
Dans cette section, E désigne un espace euclidien ou hermitien de dimension n dont
on note 〈·, ·〉 le produit scalaire, K = R ou C, et m un entier strictement positif.

Si X1, . . . , Xm sont m vecteurs de E, on note Vect (X1, . . . , Xm) le sous-espace vec-
toriel qu’ils engendrent. De même, si A,B, . . . sont des sous-espaces vectoriels de E, on
note encore Vect (A,B, . . . ) le sous-espace qu’ils engendrent. Etant donnés X1, . . . , Xm,
on peut former la matrice (

〈Xi, Xj〉
)

1≤i,j≤m
.

Si (Z1, . . . , Zl) est une famille orthonormée de E telle que Vect (Z1, . . . , Zl) contienne
Vect (X1, . . . , Xm), en notant M la transposée de la matrice des Xi dans la base (Zi)i
(i.e. si on écrit Xi =

∑
cijZj alors M = (cij)i,j) et M∗ sa transposée (resp. sa trans-

conjuguée) si E est euclidien (resp. hermitien), alors on a la formule utile (que n’utilise
pas explicitement Schmidt) : (

〈Xi, Xj〉
)

1≤i≤m
1≤j≤m

= MM∗. (2.27)
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En particulier, en prenant (Zi)i de cardinalm, il est immédiat que la matrice précédente
est de déterminant ≥ 0 avec égalité si et seulement si la famille (X1, . . . , Xm) est liée.
On peut alors définir

Définition 2.3.1. On note

D(X1, . . . , Xm) =
√

det
(
〈Xi, Xj〉

)
i,j
, (2.28)

appelé déterminant généralisé de la famille (X1, . . . , Xm).

Ce déterminant généralisé D possède les propriétés suivantes :

Proposition 2.3.2.

(i) D(X1, . . . , Xm) ≥ 0 (et D(X1, . . . , Xm) = 0⇔ (X1, . . . , Xm) liée)
(ii) D(Xσ(1), . . . , Xσ(m)) = D(X1, . . . , Xm) pour tout σ ∈ Sn.

(iii) D(X1, . . . , tXk, . . . , Xm) = |t|D(X1, . . . , Xk, . . . , Xm).
(iv) D(X1, . . . , Xk, . . . , Xl + tXk, . . . , Xm) = D(X1, . . . , Xk, . . . , Xl, . . . , Xm).
(v) D(τ(X1), . . . , τ(Xm)) = D(X1, . . . , Xm) si τ est une transformation unitaire.

Preuve (v) vient de (2.28) et de la définition d’une transformation unitaire (qui pré-
serve par définition le produit scalaire). Les autres assertions découlent immédiatement
de (2.27).

�

Remarque(s) 2.3.3. On fixe B = (Z1, . . . , Zn) une base orthonormée de E et on note
M la transposée de la matrice des (Xi)i dans la base B. Soit τ un automorphisme de
E dont on note P la matrice dans B. Enfin on note Mτ la transposée de la matrice des
(τ(Xi))i dans la base B. Alors on a la relation Mτ = M tP , où tP désigne la transposée
de P . Notant alors P la conjuguée (au sens complexe) de P (remarque : P = P dans
le cas euclidien), on en déduit :

MτM
∗
τ = M(tPP )M∗. (2.29)

En particulier cela prouve de nouveau (v).
Rappelons-nous la définition (2.8). La proposition qui suit est une traduction du

lemme 1 section 2 de [17] dans un langage différent ; on y exploite notamment les
notations introduites dans les paragraphes précédents, en particulier le point de vue
produit extérieur qui fournit une définition élégante du déterminant généralisé et qui
rend plus apparentes certaines de ses propriétés.

Proposition 2.3.4. Soit X1, . . . , Xm ∈ E. On note M la matrice dont la i-ème ligne
est Xi écrit dans une base B orthonormée de E. On pose N :=

(
n
m

)
. Alors

D2(X1, . . . , Xm) =
N∑
i=1

∣∣∣|M |(m)
1,i

∣∣∣2 .
Autrement dit :

D(X1, . . . , Xm) = ||X1 ∧ · · · ∧Xm||2, (2.30)

où || · ||2 désigne la norme 2 associée au produit scalaire canonique sur KN (dans cette
dernière formule, on a implicitement choisi une base B orthonormée pour identifier E
à Kn et

∧m(E) à RN , le résultat ne dépendant pas du choix de B).
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Preuve Par (2.27) et par définition du déterminant généralisé, on a :

D2(X1, . . . , Xm) = det(MM∗) =
N∑
i=1
|M |(m)

1,i |M
∗|(m)
i,1 par (2.7)

=
N∑
i=1
|M |(m)

1,i |M |
(m)
1,i ,

d’où le résultat.
�

Proposition 2.3.5. Soit X, Y et X2, . . . Xm des vecteurs de E. Alors

D(X + Y,X2, . . . , Xm) ≤ D(X,X2, . . . , Xm) +D(Y,X2, . . . , Xm),

avec égalité si et seulement si (X,Y,X2, . . . , Xm) est liée.

Preuve La première assertion provient de l’inégalité triangulaire appliquée à

(X + Y ) ∧X2 ∧ · · · ∧Xm = X ∧X2 ∧ · · · ∧Xm + Y ∧X2 ∧ · · · ∧Xm,

en utilisant (2.30).
Si (X,X2, . . . , Xm) est liée, alors X ∧ X2 ∧ · · · ∧ Xm = 0 et l’égalité est triviale. De
même si (Y,X2, . . . , Xm) est liée.
Dans le cas où (X,X2, . . . , Xm) et (Y,X2, . . . , Xm) sont libres, alors il y a égalité si
et seulement si il existe un α 6= 0 tel que X ∧X2 ∧ · · · ∧Xm = αY ∧X2 ∧ · · · ∧Xm,
donc par la proposition 2.2.3 (i), Vect(X,X2, . . . , Xm) = Vect(Y,X2, . . . , Xm), donc
(X,Y,X2, . . . , Xm) est liée.

�

Proposition 2.3.6 (Inégalité de Hadamard généralisée).
On a la formule

D(X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yk) ≤ D(X1, . . . , Xm)D(Y1, . . . , Yk),

avec égalité si et seulement si l’un des deux facteurs du membre de droite est nul
(i.e. (X1, . . . , Xm) ou (Y1, . . . , Yk) est liée) ou si les sous-espaces Vect(X1, . . . , Xm) et
Vect(Y1, . . . , Yk) sont orthogonaux.

Preuve Si (X1, . . . , Xm) ou (Y1, . . . , Yk) est liée, l’égalité est immédiate ; on supposera
ces deux familles libres. On note π la projection orthogonale sur l’orthogonal de l’espace
vectoriel engendré par les Xi. Alors d’après le point (iv) de la proposition 2.3.2, on a

D (X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yk) = D (X1, . . . , Xm, π(Y1), . . . , π(Yk))
= D (X1, . . . , Xm)D (π(Y1), . . . , π(Yk)) ,

la dernière égalité étant obtenue à partir de (2.28) (la matrice des produits scalaires de
la famille considérée est alors une matrice diagonale par blocs).
Remarquons maintenant que π(p) est également une projection orthogonale (cela ap-
paraît de manière immédiate si on écrit π dans une base orthonormée adaptée). En
particulier,
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D (π(Y1), . . . , π(Yk)) = ||π(Y1) ∧ · · · ∧ π(Yk)||2
= ||π(p) (Y1 ∧ · · · ∧ Yk) ||2
≤ ||Y1 ∧ · · · ∧ Yk||2,

avec égalité si et seulement si Y1 ∧ · · · ∧ Yk ∈ Im π(p) = (Im π)(p) (par (2.25)). Finale-
ment, par (2.26), on a égalité si et seulement si Yi ∈ Im π pour tout i (en particulier π
est alors de rang ≥ p).

�

2.4 Géométrie des nombres - Corps convexe composé
Rappelons qu’un corps convexe symétrique de Rn est un ensemble K compact,

convexe, symétrique par rapport à l’origine (i.e. x ∈ K ⇒ −x ∈ K) et d’intérieur non
vide. La jauge jK d’un corps convexe est la fonction Rn → R+ définie par jK(x) =
inf{λ > 0 | tel que x ∈ λK}.

Définition 2.4.1. On appelle réseau de Rn tout sous-groupe discret Λ de Rn. La
dimension du réseau est alors la dimension m de l’espace vectoriel qu’il engendre. Son
covolume - appelé également déterminant - que l’on note covol(Λ) ou d(Λ) est le nombre
positif

d(Λ) := D(X1, . . . , Xm) = ||X1 ∧ · · · ∧Xm||2, (2.31)

où (X1, . . . , Xm) est n’importe quelle base de Λ. Par convention, si Λ = {0}, on pose
d(Λ) = 1.

Remarques :
1) Le déterminant est bien défini puisque si (X1, . . . , Xm) et (Y1, . . . , Ym) sont deux
bases de Λ, que MX (resp. MY ) désigne la matrice dont les colonnes sont les Xi (resp.
les Yi), alors il existe A ∈ GLm(Z) (donc de déterminant ±1) telle que MX = MYA.
En particulier,

X1 ∧ · · · ∧Xm = M
(p)
X = (detA)M (p)

Y = ±Y1 ∧ · · · ∧ Ym.

2) Si m = n, le covolume est alors le volume pour la mesure de Lebesgue de n’importe
quel parallélogramme fondamental.
3) Habituellement un réseau est plutôt défini comme étant un sous-groupe discret de
rang maximal (i.e. de dimension égale à la dimension de l’espace).

Définition 2.4.2. Etant donné un réseau Λ de dimensionm de Rn et un corps convexe
symétrique K, on note λi(K,Λ) le i-ème minimum de Λ pour K. Par définition, c’est

inf{r > 0 | (rK) ∩ Λ contient i vecteurs linéairement indépendants}.

Les réels λ1(K,Λ) ≤ · · · ≤ λm(K,Λ) sont appelés les minima successifs de Λ pour K.

Rappelons enfin qu’on identifie l’algèbre extérieure p-ème
∧p Rn à RN via (2.24)

(où on a posé N :=
(
n
p

)
).

Mahler introduit la notion de corps convexe composé dans [11] ; son article fut repris
plus tard par Lekkerkerker et c’est cette référence que nous utiliserons. La majorité de
ce paragraphe reprend donc le chapitre 2 section 15 de [10]. On fixe 1 ≤ p ≤ n deux
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entiers et on pose N :=
(
n
p

)
. Soit K1, . . . ,Kp des corps convexes symétriques de Rn.

De même qu’à partir des coordonnées de Grassmann on peut associer à un sous-espace
de Rn un sous-espace de RN , de même on peut associer à un corps convexe symétrique
et un réseau de Rn un corps convexe symétrique et un réseau de RN respectivement.
Les théorèmes 2.4.6 et 2.4.9 sont les deux résultats principaux de ce paragraphe et
permettent de donner des expressions (à une constante multiplicative près) du volume
du corps convexe composé en fonction de celui du corps convexe initial, et des minima
successifs du corps convexe composé pour le réseau composé en fonctions de ceux du
corps convexe et du réseau initiaux. Ce qui est remarquable c’est que les constantes
multiplicatives mises en jeu ne dépendent ni du corps convexe, ni du réseau considéré,
ce qui permet d’importantes applications en géométrie des nombres, notamment dans
[19] où Schmidt et Summerer étudient les minimas successifs d’une famille de corps
convexes symétriques composés dépendant d’un paramètre q.

Définition 2.4.3. On pose Σ := {x1 ∧ · · · ∧ xp | x1 ∈ K1, . . . , xp ∈ Kp} ⊂ RN .
On note K = 〈K1, . . . ,Kp〉 - et on appelle corps convexe composé des Ki - l’enveloppe
convexe de Σ.

Proposition 2.4.4. K est un corps convexe symétrique de RN .

Preuve Par définition K est convexe. De plus, Σ est l’image du compact K1×· · ·×Kp

de Rnp par l’application continue (car polynomiale en ses coordonnées) (x1, . . . , xp) 7→
x1 ∧ · · · ∧ xp, donc compact. Il en va de même de K. Reste à voir que K est symétrique
et d’intérieur non vide.
K1 est symétrique donc, si x1 ∈ K1, on a −x1 ∈ K1. On en déduit que pour tout
(x1, . . . , xp) ∈ K1×· · ·×Kp on a −x1∧· · ·∧xp ∈ Σ. L’ensemble Σ est donc symétrique,
et par conséquent K l’est aussi.
On note (ej)1≤j≤n et (Ei)1≤i≤N les bases canoniques respectives de Rn et RN . Avec
les notations de la section précédente, si i = (i1 < · · · < ip) alors ei1 ∧ · · · ∧ eip = Ei.
Or il existe δ > 0 tel que δei ∈ Kj pour tout i et pour tout j. On en déduit que Σ
contient δpEi pour tout i, et donc K est d’intérieur non vide.

�

Définition 2.4.5. Dans le cas où K1 = · · · = Kp := K, on écrit K = K(p), appelé
composé p-ème de K.

Théorème 2.4.6. Soit K un corps convexe symétrique de Rn. On note K son composé
p-ème (0 < p < n). On pose P :=

(
n−1
p−1
)
. Alors il existe deux constantes α1, α2 > 0 ne

dépendant que de n et p telles que

α1 ≤ Vol(K)Vol(K)−P ≤ α2,

où Vol(K) et Vol(K) désignent les volumes respectifs de K et K.

Preuve On note Sn la sphère unité de Rn. On va se ramener au cas où K est un
ellipsoïde et montrer que dans ce cas la quantité Vol(K)Vol(K)−P ne dépend que de n
et p. Par le théorème de John (théorème 8 du chapitre I de [10]), il existe un ellipsoïde
symétrique E tel que

E ⊂ K ⊂ n1/2E.

Par définition d’un ellipsoïde il existe donc A = (aij)i,j inversible telle que E = ASn.
On pose

Kn,p := S(p)
n ,
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et
E := E(p) = (ASn)(p).

D’après les résultats sur les matrices composées, il est immédiat que

E = A(p)Kn,p.

Par ailleurs, d’après (2.16) on a detA(p) = (detA)P . On en déduit que

Vol(E)Vol(E)−P = Vol(Kn,p)Vol(Sn)−P =: α,

qui ne dépend que de n et p.
Enfin

E ⊂ K ⊂ n1/2E ⇒ E ⊂ K ⊂ np/2E ,

et en posant α1 := n−nP/2α et α2 = nN/2α on a bien le résultat annoncé. �

Lekkerkerker ne traite dans son livre que le cas des réseaux classiques (i.e. de rang
maximal). La définition et la propriété qui suivent généralisent au cas d’un réseau de
dimension quelconque certains résultats de [10].

Définition 2.4.7. Soit Λ un réseau de Rn de dimension k ≥ p. On définit Λ(p) comme
étant le sous-groupe de RN engendré par les λ1 ∧ · · · ∧ λp, λi ∈ Λ (i = 1, . . . , p).

Proposition 2.4.8. Λ(p) est un réseau de RN de dimension K :=
(
k
p

)
, et si (ui)1≤i≤k

est une base de Λ, alors (ui1 ∧ · · · ∧ uip)i1<···<ip≤k est une base de Λ(p).
De plus, si Λ = A

(
e1Z⊕· · ·⊕ekZ

)
, alors il existe i1, . . . , iK tels que Λ(p) = A(p)(Ei1Z⊕

· · · ⊕ EiKZ
)
. En particulier,

covol(Λ(p)) = covol(Λ)P .

(Rappelons que P :=
(
n−1
p−1
)
).

Preuve On pose Λ0 := e1Z⊕ · · · ⊕ ekZ.
Si Λ = AΛ0, par définition de Λ(p) et (2.14), Λ(p) est l’image de Λ(p)

0 par A(p). Or Λ(p)
0

est un réseau de base (ei1 ∧ · · · ∧ eip)i1<···<ip≤k donc Λ(p) est bien un réseau de RN et
la propriété sur les bases (et la dimension) en découle immédiatement. L’assertion sur
le covolume provient directement de (2.16), de la définition du covolume (2.31), et en
remarquant qu’un réseau dont une base est constituée de vecteurs de la base canonique
est de déterminant 1 (on a donc d(Λ0) = d(Λ(p)

0 ) = 1).
�

Théorème 2.4.9. Soit K le composé p-ème d’un corps convexe symétrique K et soit
Λ un réseau de Rn de dimension n. On note λi := λi(K,Λ) et µj := λj(K,Λ(p)) les
minima successifs de K et K pour Λ et Λ(p) respectivement. Pour i = (i1 < · · · < ip)
on note mi := λi1 · · ·λip . On note enfin M1 ≤ · · · ≤MN les mi ordonnés dans l’ordre
croissant.
Alors il existe α3 > 0 ne dépendant que de n et p telle que

α3Mj ≤ µj ≤Mj (j = 1, . . . , N).
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Preuve La preuve est issue de [10].
Pour commencer on se ramène au cas où Λ = Zn (quitte à changer K en A−1K).
Si Λ = AZn, puisque λK contient i vecteurs indépendants de Λ si et seulement si
λA−1K contient i vecteurs indépendants de Zn, on a λi(K,Λ) = λi(A−1K,Zn). De
plus

λj(K,Λ(p)) = λj((A(p))−1K,ZN ) = λj((A−1K)(p),ZN ).

On suppose désormais que Λ = Zn.
Montrons l’inégalité de droite. On note f la jauge de K et u1, . . . , un n points linéai-
rement indépendants de Zn tels que f(ui) = λi.
Si i = (i1 < · · · < ip), on pose Ui = ui1 ∧ · · · ∧ uip ∈ ZN (i = 1, . . . , N).
Les Ui sont linéairement indépendants et Ui ∈ miK (puisque Ui/mi = (ui1/λi1)∧ · · · ∧
(uip/λip) ∈ K).
On note ϕ la jauge de K et on réarrange les Ui en une suite V1, . . . , VN telle que
ϕ(V1) ≤ · · · ≤ ϕ(VN ). Avec ce qui précède on a ϕ(Ui) ≤ mi et pour un r donné et pour
tous i1, . . . , ir deux à deux distincts, ϕ(Vr) est inférieur ou égal au maximum des r
valeurs ϕ(Ui1), . . . , ϕ(Uir ). En choisissant j1, . . . , jr tel que mj1 = M1, . . . ,mjr

= Mr,
on a

ϕ(V1) ≤ · · · ≤ ϕ(Vr) ≤ max(ϕ(Uj1), . . . , ϕ(Ujr
)) ≤ max(mj1 , . . . ,mjr

) = Mr.

Puisque les Vi sont linéairement indépendants cela prouve bien que

µr ≤Mr.

Montrons l’inégalité de gauche. Par le théorème de Minkowski (cf [10] chapitre 2), on
a

2n

n! ≤ λ1 · · ·λnVol(K) ≤ 2n et 2N

N ! ≤ µ1 · · ·µNVol(K) ≤ 2N .

Donc

µ1 . . . µNVol(K)× (λ1 . . . λnVol(K))−P ≥ (N !)−12N2−nP = (N !2(p−1)N )−1.

Par le théorème 2.4.6 et en utilisant la relation (λ1 . . . λn)P = M1 . . .MN , on en déduit
que

N∏
j=1

µj
Mj
≥ (N !2(p−1)N )−1α1 =: α3.

Or on a prouvé que µj/Mj ≤ 1 pour tout j ; on a donc pour tout j,

µj
Mj
≥ α3,

ce qui achève la démonstration du théorème.
�

3 Angles d’inclinaison entre deux sous-espaces
La majeure partie de cette partie est issue de la partie II de [17] et reprend sa

structure.
Il sera commode à partir de maintenant de noter la dimension d’un espace vectoriel en
exposant : ainsi, si E,A, . . . sont des espaces vectoriels de dimensions n, d, . . . , on les
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notera En, Ad, . . . (respectivement).
Ici, En (resp. Un) désigne un espace euclidien (resp. hermitien) dont on note 〈·, ·〉 le
produit scalaire (qu’on supposera linéaire en sa première variable et anti-linéaire en sa
seconde variable dans le cas hermitien) et || · || la norme associée. Tous les résultats qui
suivent sont énoncés dans le cadre hermitien mais restent vrais dans le cadre euclidien
en remplaçant simplement Un par En et "transformation unitaire" par "transformation
orthogonale". Les angles d’inclinaison sont une famille finie de réels associée à un couple
de sous-espaces (Ad, Be) et qui permet de définir mathématiquement la proximité entre
ces sous-espaces.

3.1 Produits scalaires successifs λ1, . . . , λf

Définition 3.1.1. Pour X et Y non nuls de Un, on note

λ(X,Y ) := | 〈X,Y 〉 |
||X|| ||Y ||

.

Théorème 3.1.2. Soient Ad et Be deux sous-espaces vectoriels non nuls de Un. On
pose f := min(d, e) > 0. Il existe des bases orthonormales (X1, . . . , Xd) et (Y1, . . . , Ye)
de Ad et Be respectivement, et des réels 1 ≥ λ1 ≥ · · · ≥ λf ≥ 0 tels que pour tous
1 ≤ i ≤ d et 1 ≤ j ≤ e

〈Xi, Yj〉 = λiδij .

Les nombres λ1, . . . λf ne dépendent pas du choix des deux bases considérées et sont
invariants par transformations unitaires appliquées simultanément à Ad et Be.

Définition 3.1.3. Les nombres λ1 . . . λf sont appelés les produits scalaires successifs de
Ad et Be. Si S est un sous-espace non nul et X 6= 0, on note λ(X,S) = λ1(Vect(X), S).

Preuve On renvoie à l’article de Schmidt [17] pour l’existence des deux bases et des
λi. La proposition 3.1.6 ci-dessous permet de démontrer l’indépendance des λi du choix
de ces bases.

�

Définition 3.1.4. Si Z = (Z1, . . . , Zk) et T = (T1, . . . , Tl) sont deux familles de Un,
on note

M(Z, T ) := (〈Zi, Tj〉)1≤i≤k
1≤j≤l

.

Dans le cas particulier Z = T on note plutôt

M(Z) := M(Z,Z)

(c’est la matrice considérée au début du paragraphe 2.3).

Lemme 3.1.5. Soit B une base orthonormée fixée de Un. Si Z = (Z1, . . . , Zk) et
T = (T1, . . . , Tl) sont deux familles de Un et qu’on note MZ (resp. MT ) la matrice
dont la i-ème ligne est le vecteur Zi (resp. Ti) écrit dans la base B, alors on a

M(Z, T ) = MZM
∗
T . (3.1)

(Rappel : M∗ désigne la trans-conjuguée de la matrice M .)

Preuve Calcul direct.
�

Remarque : cette formule généralise la formule (2.27).
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Proposition 3.1.6. Soient Ad et Be deux sous-espaces vectoriels non nuls de Un.
On pose f := min(d, e) > 0. Soient X = (X1, . . . , Xd) et Y = (Y1, . . . , Ye) deux bases
quelconques de Ad et Be respectivement. On définit

P (λ) := D(X1, . . . , Xd)−2D(Y1, . . . , Ye)−2
∣∣∣∣ λM(X) M(X,Y )
M(Y ,X) λM(Y )

∣∣∣∣ .
Alors P (λ) ne dépend pas du choix des bases de Ad et Be, et si on le note P (A,B;λ),
alors pour toute transformation unitaire τ de Un on a

P (τA, τB;λ) = P (A,B;λ).

En particulier, si f := min(d, e), h := max(d, e) et λ1, . . . , λf sont définis comme dans
le théorème 3.1.2, on a

P (λ) = (λ2 − λ2
1) . . . (λ2 − λ2

f )λh−f .

Remarques
- Ceci prouve l’assertion sur l’indépendance des λi du choix des bases dans le théorème
3.1.2.
- Le déterminant du membre de droite dans la définition de P (λ) est le déterminant
d’une matrice par blocs de taille (d+ e)× (d+ e).

Preuve Montrons que P (λ) ne dépend que de Ad et Be (les détails qui suivent ne
figurent pas dans [17]). Soit X ′ et Y ′ deux autres bases de Ad et Be respectivement.
Alors il existe P et Q inversibles (de taille d et e respectivement) telles que

MX′ = PMX et MY ′ = QMY .

Par (3.1) on en déduit immédiatement que

M(X ′) = PM(X)P ∗, M(Y ′) = QM(Y )Q∗,

et (
λM(X ′) M(X ′, Y ′)
M(Y ′, X ′) λM(Y ′)

)
=
(
P 0
0 Q

)(
λM(X) M(X,Y )
M(Y ,X) λM(Y )

)(
P ∗ 0
0 Q∗

)
,

donc ∣∣∣∣ λM(X ′) M(X ′, Y ′)
M(Y ′, X ′) λM(Y ′)

∣∣∣∣ = |detP |2|detQ|2
∣∣∣∣ λM(X) M(X,Y )
M(Y ,X) λM(Y )

∣∣∣∣ .
On conclut en remarquant que

D(X ′1, . . . , X ′d)2 = detM(X ′) = det(PM(X)P ∗) = |detP |2D(X1, . . . , Xd),

et
D(Y ′1 , . . . , Y ′e )2 = |detQ|2D(Y1, . . . , Ye).

Si τ est une transformation unitaire, il existe une matrice unitaire P telle que

M(τZ, τT ) = (MZP )(MTP )∗ = MZ(PP ∗)M∗T = M(Z, T ),

ce qui prouve directement l’égalité

P (τA, τB;λ) = P (A,B;λ).

Pour finir, on choisit (X1, . . . , Xd) et (Y1, . . . Ye) comme dans le théorème 3.1.2. On a
alors

M(X) = Id, D(X1, . . . , Xd) = 1
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et
M(Y ) = Ie, D(Y1, . . . , Ye) = 1

où Id et Ie désignent les matrices identités deMd etMe respectivement. Il faut alors
calculer le déterminant

P (λ) =
∣∣∣∣ λM(X) M(X,Y )
M(Y ,X) λM(Y )

∣∣∣∣
en fonction de λ. Cette matrice est assez simple. Pour calculer son déterminant, il suffit
de multiplier la i-ème colonne par λ et de lui retrancher la (d+i)-ème colonne multipliée
par λi (i = 1, . . . , f). Ainsi, le déterminant λ−fP (λ) est le déterminant d’une matrice
par blocs égal à

(λ2 − λ2
1) . . . (λ2 − λ2

f )λd−fλe,

et on conclut avec l’égalité d+ e = h+ f .
�

On peut caractériser les λi d’une autre manière.

Lemme 3.1.7. Soient Ad et Be deux sous-espaces non nuls de Un. On pose f =
f(A,B) := min(d, e) et on fixe 1 ≤ i ≤ f . Alors λi := λi(Ad, Be) est le plus grand λ
tel qu’il existe Ai ⊂ Ad tel que pour tout X ∈ Ai non nul il existe Y ∈ Be non nul
vérifiant λ(X,Y ) ≥ λ. En d’autres termes :

λi(Ad, Be) = sup
Ai⊂Ad

inf
X∈Ai

X 6=0

sup
Y ∈Be

Y 6=0

λ(X,Y ). (3.2)

Preuve Cette preuve est laissée au lecteur par Schmidt, nous proposons ici une dé-
monstration personnelle.
On définit λ′i par l’égalité (3.2).
On prend (X1, . . . , Xd) et (Y1, . . . , Ye) donnés par le théorème 3.1.2 et on pose
Ai := Vect(X1, . . . , Xi). Soit X =

∑
k≤i αkXk ∈ Ai de norme 1 (i.e.

∑
k |αk|2 = 1). On

pose Y :=
∑
k≤i αkYk ∈ Be. Alors Y est de norme 1 et

λ(X,Y ) =
i∑

k=1
|αk|2λk ≥ λi

i∑
k=1
|αk|2 = λi,

ce qui assure
inf
X∈Ai

X 6=0

sup
Y ∈Be

Y 6=0

λ(X,Y ) ≥ λi,

donc λ′i ≥ λi.
Réciproquement, (X1, . . . , Xd) et (Y1, . . . , Ye) étant toujours donnés par le théorème
3.1.2, si Ai ⊂ Ad alors il existe X ∈ Ai ∩ Vect(Xi, . . . , Xd) non nul de norme 1 qu’on
écrit X =

∑
k αkXk (avec αk = 0 si k < i). Soit Y =

∑
l βlYl ∈ Be de norme 1. Alors

λ(X,Y ) = | 〈X,Y 〉 | =

∣∣∣∣∣
f∑
k=i

λkαkβk

∣∣∣∣∣ ≤ λi∑
k

|αk||βk| ≤ λi||X|| ||Y ||,

(la dernière inégalité étant obtenue par Cauchy-Schwarz), ce qui prouve bien λ′i ≤ λi
(puisque X et Y sont de norme 1).

�
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Corollaire 3.1.8. Soient A′ ⊂ A, B′ ⊂ B des sous-espaces. Alors f ′ := f(A′, B′) ≤
f := f(A,B) et

λi(A′, B′) ≤ λi(A,B) (i = 1, . . . , f ′).

Preuve Immédiate avec (3.2).
�

3.2 Quantités ν1, . . . , νt

Il est naturel de se poser la question de savoir quelles sont les valeurs possibles du
f -uplet (λ1, . . . , λf ) associé à un couple (Ad, Be). Remarquons que si dim(A ∩ B) = c

alors λ1(A,B) = · · · = λc(A,B) = 1. Ceci impose des conditions sur les produits
scalaires successifs : si d+e > n, alors Ad∩Be est de dimension au moins d+e−n > 0
et λ1 = · · · = λd+e−n = 1 ; décrire les λi (i = 1, . . . , f) revient à décrire les λi
(i > d + e − n). C’est ce qui justifie l’introduction des νi. Le théorème 3.2.3 offre une
description complète des νi. Le deuxième résultat principal de ce paragraphe est le
théorème 3.2.4 qui assure que νi(A,B) = νi(A⊥, B⊥). Tout ce qui suit est démontré
par Schmidt dans [17], on ne fera que rappeler les résultats principaux.

Définition 3.2.1. Soient Ad et Be deux sous-espaces. On pose f := min(d, e), g :=
d+ e− n, et

t = t(Ad, Be) := min(d, e, n− d, n− e) = min(d, e, e− g, d− g). (3.3)

On définit alors ν1, . . . , νt comme suit.
Si d+ e ≤ n (i.e. g ≤ 0) alors t = f et on pose

νi(Ad, Be) := λi(Ad, Be) (i = 1, . . . , t).

Si d+ e > n (i.e. g > 0) alors t = f − g et on pose

νi(Ad, Be) := λi+g(Ad, Be) (i = 1, . . . , t).

On a 1 ≥ ν1 ≥ · · · ≥ νt ≥ 0.

Définition 3.2.2. On dit que deux paires de sous-espaces (Ad, Be) et (A′d, B′e) sont
similaires s’il existe une transformation unitaire τ telle que τ(Ad) = A′d et τ(Be) = B′e.
C’est une relation d’équivalence.

Le théorème 3.1.2 assure que les νi sont un invariant pour cette relation d’équiva-
lence.

Théorème 3.2.3. Soient 0 < d < n et 0 < e < n et 1 ≥ ν1 ≥ · · · ≥ νt ≥ 0 donnés
(où t est défini par (3.3)). Alors à similarité près il y a un unique couple (Ad, Be) de
sous-espaces tel que νi(Ad, Be) = νi (i = 1, . . . , t).

Preuve Nous ne donnons ici que le schéma de preuve. Schmidt procède en deux étapes :
d’abord il prouve l’existence en construisant explicitement un couple d’espaces qui
vérifie l’assertion du théorème (en distinguant les cas g ≤ 0 et g > 0), puis pour
l’unicité (à similarité près), il construit une transformation unitaire en utilisant les
bases particulières fournies par le théorème 3.1.2.

�
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Théorème 3.2.4 (Principe de dualité).
Soient A et B deux sous-espaces de Un d’orthogonaux respectifs A⊥ et B⊥. Alors
t(A⊥, B⊥) = t(A,B) =: t et

νi(A⊥, B⊥) = νi(A,B) (i = 1 . . . , t).

Preuve Là encore, seul un schéma de preuve est donné, le lecteur trouvera les détails
dans [17].
Par symétrie, on peut supposer que d + e = dimA + dimB ≤ n et sans perte de
généralité on peut également supposer d ≤ e (et donc t = f = d). Schmidt pose alors
V := A ∩ B et écrit A = A1 ⊕⊥ V et B = B1 ⊕⊥ V . Si r = dimV et λ1, . . . , λd−r
sont les produits scalaires successifs de A1 et B1 alors 1, . . . , 1 (r fois), λ1, . . . , λd−r
sont les produits scalaires successifs de A et B. A l’aide des bases (X1, . . . , Xd−r) et
(Y1, . . . , Ye−r) fournies par le théorème 3.1.2 appliqué à A1 et B1, Schmidt construit
deux autres bases qui permettent de calculer νi(A⊥, B⊥).

�

3.3 Angles d’inclinaison
Dans ce paragraphe sont introduites les dernières définitions dont nous avons besoin

pour définir les angles d’inclinaison ϕi qui permettent de définir la proximité de deux
sous-espaces Ad et Be : intuitivement deux sous-espaces sont d’autant plus proches que
leurs angles d’inclinaison sont petits. Ils se définissent complètement à partir des pro-
duits successifs λi. Les théorèmes d’approximation diophantienne de la suite n’utilisent
toutefois pas directement les ϕi mais plutôt leur sinus, que l’on notera ωi. Le lemme
3.3.6 permet de contrôler les angles d’inclinaison de l’image de deux sous-espaces par
un même automorphisme en fonction des angles d’inclinaison des deux sous-espaces
initiaux.

Définition 3.3.1. Soient X et Y deux vecteurs non nuls de Un. On pose

ω(X,Y ) :=
(
1− λ2(X,Y )

)1/2
.

Proposition 3.3.2. Soient X,Y, Z non nuls. Alors

ω(X,Z) ≤ ω(X,Y ) + ω(Y,Z).

Preuve Schmidt laisse cette preuve au lecteur dans son article, nous proposons ici une
démonstration.
Soient X,Y, Z non nuls. Soit π la projection orthogonale sur Vect(X,Z). Alors on a

λ(X,Y ) = | 〈X,Y 〉 |
||X|| ||Y ||

= | 〈X,π(Y )〉 |
||X|| ||Y ||

≤ | 〈X,π(Y )〉 |
||X|| ||π(Y )|| = λ(X,π(Y )),

donc ω(X,Y ) ≥ ω(X,π(Y )). De même ω(Z, Y ) ≥ ω(Z, π(Y )). Il suffit donc de montrer
le résultat pour π(Y ) et on est ramené à un problème du plan (le résultat étant évident
si (X,Z) est liée). On suppose X,Y, Z de norme 1, on pose X0 = X qu’on complète
en (X0, X1) une base orthonormée de Vect(X,Z). On écrit alors Y = y0X0 + y1X1 et
Z = z0X0 + z1X1. Puisque |y0|2 + |y1|2 et |z0|2 + |z1|2 sont égaux à 1, il existe θy et θz
dans [0, π/2] tels que

(|y0|, |y1|) = (cos θy, sin θy) et (|z0|, |z1|) = (cos θz, sin θz).
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On a alors :
ω(X,Y ) = sin θy, ω(X,Z) = sin θz,

et

λ(Y, Z) = |y0z0+y1z1| ≤ |y0z0|+|y1z1| = cos(θy) cos(θz)+sin(θy) sin(θz) = cos(θz−θy),

donc
| sin(θz − θy)| ≤ ω(Y,Z).

Finalement, on a

ω(X,Z) = sin(θz) = sin(θy + θz − θy)
= cos(θz − θy) sin(θy) + cos(θy) sin(θz − θy)
≤ sin(θy) + | sin(θz − θy)|
≤ ω(X,Y ) + ω(Y,Z).

�

Définition 3.3.3. Soient Ad et Be deux sous-espaces non nuls de Un. On pose f :=
min(d, e). Pour 1 ≤ i ≤ f on pose

ωi(Ad, Be) :=
(
1− λ2

i (Ad, Be)
)1/2

.

Si X est non nul, on pose

ω(X,B) := ω1(Vect(X), B).

On définit ϕi(Ad, Be) ∈ [0 ;π/2] par

cos(ϕi) = λi et sin(ϕi) = ωi.

Les ϕi sont appelés les angles d’inclinaison de Ad, Be.
On définit également

ψi(Ad, Be) := (1− ν2
i )1/2 (i = 1 . . . t),

où t est défini par (3.3). Si d+ e ≤ n, on a ψi = ωi pour tout i, sinon ψi = ωi+g pour
tout i (rappelons que g = d+ e− n). Enfin, on introduit

µ(Ad, Be) := ψ1 . . . ψt.

Proposition 3.3.4. Soient Ad et Be deux sous-espaces avec d + e ≤ n (on a alors
t = f) et P (λ) le polynôme de la proposition 3.1.6. Alors

µ =
(
(1− λ2

1) . . . (1− λ2
f )
)1/2 = P (1)1/2

= D(X1, . . . , Xd, Y1, . . . , Ye)D(X1, . . . , Xd)−1D(Y1, . . . , Ye)−1

= ||X1 ∧ · · · ∧Xd ∧ Y1 ∧ · · · ∧ Ye||2||X1 ∧ · · · ∧Xd||−1
2 ||Y1 ∧ · · · ∧ Ye||−1

2 ,

où (X1, . . . , Xd) (resp. (Y1, . . . , Ye)) est n’importe quelle base de Ad (resp. Be) (et en
utilisant l’identification (2.24) pour la dernière égalité).

Preuve Immédiate en revenant aux définitions.
�
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Proposition 3.3.5. Soit X 6= 0 et Be un sous-espace de dimension 0 < e < n. Alors

ω(X,B) + ω(X,B⊥) = 1.

De manière équivalente
λ(X,B) + λ(X,B⊥) = 1.

Preuve Schmidt laisse la démonstration au lecteur dans [17]. L’équivalence entre les
deux formules est facile. Montrons la deuxième : on suppose X de norme 1 et on
le décompose en X = Y + Z avec Y ∈ B et Z ∈ B⊥. On a : 1 = ||Y ||2 + ||Z||2,
λ(X,B) = ||Y ||2 et λ(X,B⊥) = ||Z||2, ce qui permet de conclure.

�

Lemme 3.3.6. Soient 0 < d < n, 0 < e < n, f := min(d, e) et σ un automorphisme
de Un. Alors il existe une constante c = c(σ) > 0 telle que pour tous sous-espaces Ad,
Be on ait

ωi(σ(Ad), σ(Be)) ≤ c(σ)ωi(Ad, Be) (i = 1, . . . , f).

Preuve Cf la démonstration du Lemme 13 section 8 de [17].
�

La définition des angles d’inclinaison (ou, de manière équivalente, des ωi) n’est pas
très pratique pour effectuer des calculs explicites lorsqu’on ne dispose pas des bases
spéciales fournies par le théorème 3.1.2. Le théorème suivant contourne ce problème
et permet de majorer les angles d’inclinaison de deux sous-espaces "proches" (i.e. avec
de petits angles d’inclinaison) à partir de familles explicites de vecteurs satisfaisant
certaines conditions plus faibles que celles du théorème 3.1.2.

Théorème 3.3.7. Soit Ad, Be deux sous-espaces de Un, et 1 ≤ i ≤ f = min(d, e).
Soient 0 < δ, ω < 1 donnés. On suppose qu’existent i vecteurs linéairement indépen-
dants X1, . . . , Xi ∈ Ad tels qu’en posant Aj := Vect(X1, . . . , Xj) (j = 1, . . . , i) on
ait :

λ(Xj , A
j−1) ≤ 1− δ < 1 (j = 2, . . . , i),

et qu’il existe i vecteurs Y1, . . . , Yi ∈ Be non nuls tels que

ω(Xj , Yj) ≤ ω (j = 1, . . . , i).

Alors

ωj(Aj , Be) ≤
(

2
δ

)(j−1)/2
× ω (j = 1, . . . , i),

en particulier on retiendra

ωi(Ad, Be) ≤
(

2
δ

)i/2
× ω.

Remarques :
- Pour que ce théorème apporte une véritable information, il faut que (2/δ)i/2ω < 1,
en particulier il est intéressant pour δ proche de 1 et ω proche de 0.
- A la limite δ = 1, la première condition sur les Xj est une condition d’orthogonalité.
On impose une minoration des angles entre les Xj (les Xj doivent être "assez éloignés"
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les uns des autres).
- A la limite ω = 0, la seconde condition sur les Yj est une condition de colinéarité
(Yj etXj colinéaires). On impose cette fois-ci que Yj etXj soient au contraire "proches".

Preuve Le lecteur est renvoyé à [17] (Part II, section 9, théorème 7) pour une preuve
de ce théorème. Schmidt procède par récurrence sur j. L’initialisation se fait pour j = 1
(évident) et j = 2 (la plus grosse partie de la preuve).

�

Corollaire 3.3.8. Soient Ad, Be, et 1 < i ≤ f := min(d, e). Soient X1, . . . , Xi ∈ Ad
et Y1, . . . , Yi ∈ Be des vecteurs non nuls. On suppose que

λ(Xj , Xk) ≤ 4−i (1 ≤ j < k ≤ i),
ω(Xj , Yj) ≤ ω (j = 1 . . . i).

Alors
ωi(Ad, Be) ≤ 2iω.

Preuve Cf [17] (Part II, section 9, Corollaire du théorème 7).
�

4 Hauteur d’un sous-espace
Dans cette partie En désigne un espace vectoriel euclidien dont on notera 〈·, ·〉 le

produit scalaire et || · || la norme associée.
Dans le paragraphe 4.1 on donne une première définition de la hauteur d’un sous-espace
de Kn et les premières propriétés que l’on peut en tirer. Intuitivement, la hauteur
d’un sous-espace représente sa complexité. Le paragraphe 4.2 propose une définition
alternative et plus géométrique de la hauteur qui s’exprime en termes de propriétés sur
des réseaux. C’est plutôt cette définition ci qu’on utilisera en géométrie paramétrique
des nombres.

4.1 Définition de la hauteur et premières propriétés
Ce paragraphe reprend la section 1 de l’article de Schmidt [17].

Cadre :
Soit K un corps de nombre de degré [K : Q] = p. On note OK l’anneau des entiers de
K (Schmidt le note I dans [17]). Tout idéal fractionnaire de K (i.e. un sous-OK-module
I 6= 0 tel qu’il existe a ∈ OK non nul vérifiant aI ⊂ OK) est un OK-module de type
fini. On note σ1, . . . , σp les différents Q-morphismes de corps distincts de K dans C.
Pour ξ ∈ K, on note ξ(i) = σi(ξ) et νi(ξ) = |ξ(i)| (i = 1, . . . , p). De même, si X =
(ξ1, . . . , ξn) ∈ Kn, on note aussi X(i) = (ξ(i)

1 , . . . , ξ
(i)
n ) et νi(X) = (νi(ξ1), . . . , νi(ξn)),

i = 1, . . . , p (remarque : dans le cas i = 1 il y a a priori une ambiguïté avec la notation
de la composé i-ème d’une matrice (cf définition 2.1.10) ; le contexte ne laissera pas
d’ambiguïté, et dans le cas où K est un sous-corps de C, en choisissant σ1 = idC les
deux définitions coïncident. Pour i ≥ 2 la composée i-ème de X n’est pas définie).
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On notera également ϕ la forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur Kn définie
par

ϕ(X,Y ) =
n∑
i=1

xiyi.

et S⊥,ϕ l’orthogonal d’un sous-espace Sd de Kn pour ϕ (S⊥,ϕ est un sous-espace
vectoriel de codimension d) (remarque : il n’y aura pas d’ambiguïté sur le corps de
nombres K dans le contexte où on utilisera ϕ).

Rappel sur la norme d’un élément ou d’un idéal :
Si x ∈ K, la norme de x est N(x) :=

∏p
j=1 σj(x) ∈ Q. La norme d’un idéal fractionnaire

I de K est l’idéal fractionnaire de Q engendré par les N(x), x ∈ I. Comme il est
principal, on identifie N(I) avec son unique générateur positif ∈ Q. Rappelons qu’on a
une structure de groupe sur les idéaux fractionnaires et que si I1 et I2 sont deux idéaux
fractionnaires, alors N(I1I2) = N(I1)N(I2). Si p est un idéal premier non nul de OK
au-dessus d’un idéal q ⊂ Q de degré résiduel en p égal à fp, alors N(p) = qfp . Notons
enfin que si I est un idéal de OK , alors N(I) = |OK/I|.

Définition 4.1.1. On appelle fonction distance une fonction F vérifiant pour tous
x ∈ En et t ∈ R

(i) F (x) ≥ 0 avec égalité si et seulement si x = 0
(ii) F (tx) = |t|F (x)
(iii) F est continue.

Typiquement, si N est une distance sur En, alors x 7→ N(x) est une fonction
distance.

Proposition 4.1.2. Etant données deux fonctions distance F1, F2, il existe une
constante c = c(F1, F2) > 0 telle que F1(x) ≤ cF2(x) pour tout x.

Preuve Sur la sphère unité S de En, la fonction F1/F2 est bien définie et continue.
Par compacité il existe donc c tel que pour tout x 6= 0 F1(x/||x||) ≤ cF2(x/||x||), et on
conclut avec les points (i) et (ii) de la définition d’une fonction distance.

�

Définition 4.1.3 (Hauteur d’une droite vectorielle de Kn).
Soit F une fonction distance sur Rn.
Soit L un sous-espace vectoriel de dimension 1 de Kn. On choisit un vecteur directeur
X = (ξ1, . . . , ξn) 6= 0 de L. On écrit a := a(X) l’idéal engendré par ξ1, . . . , ξn. On
définit alors la F -hauteur de L par

HF (L) := N(a)−1
p∏
j=1

F
(
νj(ξ1), . . . , νj(ξn)

)
.

La quantité précédente est indépendante du choix de X eu égard aux propriétés de la
norme d’un idéal et au point (ii) de la définition d’une fonction distance.

Proposition 4.1.4. Etant données deux fonctions distance F1, F2 et L une droite
vectorielle de Kn, alors

HF1(L) ≤ c(F1, F2)pHF2(L).

Donc, à un facteur borné près, toutes les hauteurs d’un sous-espace de dimension 1
sont les mêmes.
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La définition de la hauteur d’un sous-espace de dimension quelconque requiert les
outils introduits dans la partie 2.2, en particulier la définition 2.2.4 (rappel : la droite S∗
est l’espace vectoriel engendré par les coordonnées de Grassmann de S) et la définition
de la fonction τ du théorème 2.2.6.

Définition 4.1.5 (Hauteur d’un sous-espace de dimension quelconque).
Soit d un entier, 0 ≤ d ≤ n. Soit F une fonction distance τ -invariante sur RN avec
N :=

(
n
d

)
(i.e. F (τ(x)) = F (x) pour tout x). Soit Sd un sous-espace deKn de dimension

d. Si d = 0 ou d = n on pose
HF (S) = 1.

Si 0 < d < n, on définit la F -hauteur de S par

HF (S) := HF (S∗).

Proposition 4.1.6. Etant données deux fonctions distance F1, F2 et Sd, alors

HF1(S) ≤ c(F1, F2)pHF2(S).

Donc, à un facteur borné près, toutes les hauteurs d’un sous-espace donné de Kn sont
les mêmes.

Théorème 4.1.7. Soit F une fonction distance τ -invariante et S un sous-espace vec-
toriel de Kn. Alors

HF (S) = HF (S⊥,ϕ).

Preuve Si d = 0 ou n le résultat est trivial. Dans les autres cas c’est une application
directe du théorème 2.2.6.

�

Proposition 4.1.8. Soit u un automorphisme de Kn. Alors il existe une constante
strictement positive c(d)

F (u) telle que pour tout sous-espace Sd de Kn de dimension d

on ait :
HF (u(Sd)) ≤ c(d)

F (u)HF (Sd).

Preuve Soient u un automorphisme de Kn et Sd un sous-espace vectoriel de Kn. Par
la proposition 2.2.3, on a u(S)∗ = u(d)(S∗). On est ramené au cas d = 1 dans KN (où
on a posé N :=

(
n
d

)
).

Schmidt laisse au lecteur la démonstration du cas d = 1, nous en proposons une ici.
Soit X = (ξ1, . . . , ξn) un vecteur directeur d’un sous-espace L1 de dimension 1. On pose
X ′ := u(X) = (ξ′1, . . . , ξ′n) et on note a (resp. a′) l’idéal fractionnaire de K engendré
par les coordonnées de X (resp. de X ′).
Si on note b l’idéal fractionnaire engendré par les coefficients de la matrice de u dans
la base canonique, alors on a a′ ⊂ ba, ce qui assure

N(a) ≤ N(a′)/N(b).

Finalement

HF (u(L1)) ≤ N(b−1)

 p∏
j=1

F
(
νj(ξ′1), . . . , νj(ξ′n)

)
F
(
νj(ξ1), . . . , νj(ξn)

)
HF (L1).
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Fixons 1 ≤ j ≤ p. Si on note M := max
||Y ||=1

F (Y ) > 0 et m := min
||Y ||=1

F (Y ) > 0 (qui ne

dépendent que de F ), on a

F
(
νj
(
u(X)

))
F
(
νj(X)

)−1
≤Mm−1 ||νj

(
u(X)

)
||

||νj(X)|| .

Remarquons maintenant que si on note encore || · || la norme hermitienne sur Cn, alors
pour tout Y ∈ Kn on a ||νj(Y )|| = ||Y (i)||. Ainsi, si on note ũ(j) l’automorphisme
de Cn correspondant à u transporté par σj (i.e. si (ukl)k,l est la matrice de u dans
la base canonique de Kn, alors la matrice de ũ(j) dans la base canonique de Cn est
(σj(ukl))k,l), alors

||νj
(
u(X)

)
||

||νj(X)|| = ||ũ
(j)(X(i))||
||X(i)||

≤ |||ũ(j)|||,

où ||| · ||| désigne la norme d’opérateur associée à la norme hermitienne sur Cn (qui ne
dépend plus de X). Finalement, on a :

HF (u(L1)) ≤

N(b−1)
(
M

m

)p p∏
j=1
|||ũ(j)|||

HF (L1),

ce qui achève la démonstration.
�

Définition 4.1.9. Soit Sd un sous-espace de Kn de dimension d. On pose N :=
(
n
d

)
et on note FE la fonction distance associée à la norme euclidienne sur RN . On définit
alors

H(S) := HFE
(S).

Remarque A partir de maintenant, on ne considérera donc que les hauteurs issues
des normes euclidiennes.

4.2 Seconde définition de la hauteur
Ce paragraphe reprend les sections 3 et 4 de l’article de Schmidt [17]. On donne une

définition plus géométrique de la hauteur d’un sous-espace - le théorème 4.2.3 assure que
les deux définitions coïncident - en la reliant au déterminant d’un certain réseau de Rnp
attaché au sous-espace Sd. La preuve du théorème 4.2.6, l’un des résultats principaux
de cette sous-partie, utilise cette nouvelle définition et des outils de géométrie des
nombres.
Dans ce paragraphe K désigne encore un corps de nombres de degré p et on conserve les
notations de la partie précédente (section 4.1) pour σi, ξ(i) etX(i), i = 1, . . . , p. On écrit
p = r1 + 2r2 où r1 est le nombre de plongements réels et r2 le nombre de plongements
complexes (non réels) à conjugaison près. On note δ le discriminant du corps K. Si
on note Tr la forme trace de l’extension K/Q, rappelons que δ = det

(
Tr(vivj)

)
i,j
, où

(vi)i est n’importe quelle Z-base de OK . On a aussi δ = det
(
σi(vj)

)2
i,j
. On écrit alors

∆ := 2−r2 |δ|1/2. On note encore F = FE les fonctions distance associées aux normes
euclidiennes sur les espaces R(n

d). On reprendra un certain nombre des résultats établis
dans les paragraphes 2.2 et 2.3.
Soient Sd un sous-espace de Kn, X1, . . . , Xd des points linéairement indépendants de
Sd. On pose N :=

(
n
d

)
. Notons Y := (η1, . . . , ηN ) les coordonnées de Grassmann de
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Sd obtenues à partir des Xi (cf le paragraphe 2.2). Par définition des coordonnées de
Grassmann et par (2.30) on a

F
(
νj(η1), . . . , νj(ηN )

)
= D(X(j)

1 , . . . , X
(j)
d ).

En notant a l’idéal engendré par les η1, . . . , ηN , alors on a

H(Sd) = N(a)−1
p∏
j=1

D(X(j)
1 , . . . , X

(j)
d ). (4.1)

Plongement de Kn dans Rnp
Pour tout ξ ∈ K on suppose que ξ(i) est réel pour 1 ≤ i ≤ r1 et que ξ(r1+r2+j) est le
complexe conjugué de ξ(r1+j) pour tout 1 ≤ j ≤ r2. On définit alors

ξ[i] =


ξ(i) si 1 ≤ i ≤ r1

Re ξ(i) si r1 < i ≤ r1 + r2
Im ξ(i) si r1 + r2 < i ≤ p,

où Re et Im désignent respectivement les parties réelle et imaginaire. Etant donné
X = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Kn, on pose

X [i] = (ξ[i]
1 , . . . , ξ

[i]
n ) (i = 1, . . . , p).

On définit alors

ρ(X) = (ξ[1]
1 , . . . , ξ

[p]
1 , . . . , ξ[1]

n , . . . , ξ[p]
n ),

qu’on interprète comme un point de l’espace euclidien Rnp. Remarquons que ρ est un
plongement Q-linéaire. Si Σ est un ensemble de points deKn, on écritOK(Σ) = Σ∩OnK ,
l’ensemble des points de Σ à coordonnées dans OK .
Rappelons-nous des définitions introduites dans le paragraphe 2.4, notamment de la
définition d’un réseau (qui n’est pas pour nous nécessairement de rang maximal). Soit
Sd un sous-espace de Kn de dimension d. On a dimQ(Sd) = dp, donc OK(S) (sous-
Z-module de OnK) et par conséquent ρ

(
OK(S)

)
contiennent exactement dp vecteurs

linéairement indépendants. En écrivant alors

Λ(S) := ρ
(
OK(S)

)
,

c’est un réseau de Rnp de dimension dp. Rappelons que d
(
Λ(S)

)
désigne son covolume.

Définition 4.2.1. Soit Sd un sous-espace vectoriel de Kn. Si d = 0 on pose H ′(S) = 1,
sinon on définit

H ′(S) = ∆−dd
(
Λ(S)

)
.

Proposition 4.2.2. On a la formule

H ′(Kn) = 1,

ou, de manière équivalente
d
(
Λ(Kn)

)
= ∆n.

Preuve On suit ici les indications données par Schmidt dans [17] en donnant quelques
détails explicites supplémentaires.
Supposons pour commencer que n = 1. Dans ce cas

Λ(S) = {(ξ[1], . . . , ξ[p]) | ξ ∈ OK} ⊂ Rp.
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Soit (v1, . . . , vp) une base intégrale de K sur Q (i.e. une Z-base de OK). Alors
(ρ(v1), . . . , ρ(vp)) est une Z-base de Λ(S). On a

δ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
v

(1)
1 . . . v

(1)
p

...
...

v
(p)
1 . . . v

(p)
p

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

.

Si on note L1, . . . , Lp les lignes du déterminant de droite et qu’on fait les manipulations
(dans l’ordre) :

Lr1+j ←
1
2
(
Lr1+j + Lr1+r2+j

)
j = 1, . . . , r2

Lr1+r2+j ← −i
(
Lr1+r2+j − Lr1+j

)
j = 1, . . . , r2,

on trouve :

2−2r2 |δ| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
v

[1]
1 . . . v

[1]
p

...
...

v
[p]
1 . . . v

[p]
p

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

= D
(
ρ(v1), . . . , ρ(vp)

)2 = d
(
Λ(S)

)2
.

Donc d
(
Λ(S)

)
= ∆. Pour n ≥ 1, les np vecteurs ρ(0, . . . , vj , . . . , 0) (j = 1, . . . , p)

forment une Z-base de Λ(S) = ρ(OnK), et leur matrice est une matrice diagonale par
blocs dont chaque bloc est de la forme

v
[1]
1 . . . v

[1]
p

...
...

v
[p]
1 . . . v

[p]
p

 .

On en déduit facilement que
d
(
Λ(Kn)

)
= ∆n.

�

Théorème 4.2.3. Soit S un sous-espace vectoriel de Kn. Alors

H(S) = H ′(S).

Cela nous donne une nouvelle définition plus géométrique de la hauteur.

Preuve La preuve de Schmidt repose sur deux lemmes. Nous proposons pour le lemme
4.2.4 une preuve différente de celle de Schmidt et ne démontrerons pas le lemme 4.2.5
en entier. Le lecteur est renvoyé à [17] (théorème 2) pour les détails (Schmidt utilise
d’ailleurs pour achever la démonstration du lemme 4.2.5 un troisième lemme technique
que nous passons sous silence).
Soit Sd un sous-espace de Kn. Si d = 0 ou d = n on a H(S) = H ′(S) = 1 ; dans
le premier cas c’est par définition, dans le second cas c’est un corollaire direct de la
proposition 4.2.2. On suppose maintenant 0 < d < n.
Soit X1, . . . , Xd ∈ OK(S) linéairement indépendants sur K. On désigne par
OK(X1, . . . , Xd) le OK-module engendré par X1, . . . , Xd et on note Λ(X1, . . . , Xd)
son image par ρ : c’est un réseau de Rnp - sous-réseau de Λ(S) - de dimension dp.
Enfin, on note (η1, . . . , ηN ) les coordonnées de Grassmann de (X1, . . . , Xd) (où on a
posé N =

(
n
d

)
).
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Lemme 4.2.4. On a l’égalité

d
(
Λ(X1, . . . , Xd)

)
= ∆d

p∏
j=1

D(X(j)
1 , . . . , X

(j)
d ).

Preuve On commence par remarquer que si (β1, . . . , βp) est une base intégrale de K
sur Q alors les Zji := ρ(βjXi) (1 ≤ j ≤ p, 1 ≤ i ≤ d) forment une base du réseau
Λ(X1, . . . , Xd). On a alors

d
(
Λ(X1, . . . , Xd)

)
= D

(
Z11, . . . , Zp1, . . . , Z1d, . . . , Zpd

)
.

Si on note Xk := (ξk1, . . . , ξkn) (1 ≤ k ≤ d) et

Z ′ji =
(
(βjξi1)(1), . . . , (βjξi1)(p), . . . , (βjξin)(1), . . . , (βjξin)(p)),

on a
d
(
Λ(X1, . . . , Xd)

)
= 2−r2dD

(
Z ′11, . . . , Z

′
p1, . . . , Z

′
1d, . . . , Z

′
pd

)
.

Schmidt effectue ensuite des manipulations fines de déterminants et utilise quelques
arguments algébriques (il considère les β(j)

i comme des variables) pour arriver au ré-
sultat (cf [17]). Nous suivrons un raisonnement différent.
Permuter les coordonnées des Z ′ji ne change pas le covolume du réseau ainsi ob-
tenu. Nous pouvons donc remplacer les Z ′ji par les Yji où on a posé Yji =(
(βjXi)(1), . . . , (βjXi)(p)).
On note MY la matrice dont les lignes sont les vecteurs Y11, . . . , Yp1, . . . , Y1p, . . . , Ypd.
D’après le paragraphe 2.3 on sait que D

(
Y11, . . . , Ypd

)2 = detMYM
∗
Y . On remarque

maintenant que si on pose D =
(
β

(j)
i

)
ij
∈ Mp(C), qu’on définit D′ comme étant la

matrice carrée de taille dp diagonale par blocs égaux à D, et enfin qu’on appelle M ′ la
matrice de taille dp× np dont la ((k − 1)d+ i)-ème ligne (1 ≤ k ≤ d, 1 ≤ i ≤ p) est

(δ1iξ
(i)
k1 , . . . , δ1iξ

(i)
kn, . . . , δniξ

(i)
k1 , . . . , δniξ

(i)
kn) = (0, . . . , 0, ξ

(i)
k1 , . . . , ξ

(i)
kn︸ ︷︷ ︸

i−ème bloc de taille n

, 0, . . . , 0),

alors MY = D′M ′ et par conséquent det(MYM
∗
Y ) = |δ|d det(M ′(M ′)∗). Pour calculer

le déterminant du membre de droite, on permute les lignes de la matrice M ′ pour
obtenir une matrice B diagonale par blocs (plus précisément, on réordonne les lignes
de manière à ce que la ((k − 1)d + i)-ème ligne devienne la ((i − 1)p + k)-ème ligne.
Le lecteur est invité à représenter lui-même les matrices mises en jeu). Le i-ème bloc
diagonal de taille d × n (1 ≤ i ≤ p) est alors la matrice dont la k-ème ligne est X(i)

k .
On en déduit immédiatement que

det(M ′(M ′)∗) = det(BB∗) =
( d∏
j=1

D(X(j)
1 , . . . , X

(j)
d )
)2
,

et finalement

d
(
Λ(X1, . . . , Xd)

)2 = 2−2r2d|δ|d
( d∏
j=1

D(X(j)
1 , . . . , X

(j)
d )
)2
.

�

Lemme 4.2.5. L’indice de Λ
(
X1, . . . , Xd

)
dans Λ(S) est égal à N(a), où a est l’idéal

engendré par η1, . . . , ηN .
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Preuve Schmidt se ramène à un problème de congruence avec des idéaux de OK . Nous
ne présenterons ici qu’une esquisse du schéma de preuve, le lecteur est renvoyé à [17]
(lemme 5) pour la fin de la preuve.
L’indice de Λ

(
X1, . . . , Xd

)
dans Λ(S) est égal à l’indice de OK(X1, . . . , Xd) dans

OK(S). Soit Y =
∑d
i=1 αiXi ∈ OK(S). Comme chaque mineur de taille d de la matrice

dont la k-ème colonne (k 6= i) est Xk et la i-ème colonne est Y est dans OK , on en
déduit que αiηj ∈ OK pour tous 1 ≤ i ≤ d et 1 ≤ j ≤ N . Ainsi, si ρ 6= 0 est dans a

et qu’on écrit βi := ραi, on a βi ∈ OK , 1 ≤ i ≤ d. On est ramené à calculer l’indice
de ρOK(X1, . . . , Xd) dans ρOK(S). Si on note Φ l’isomorphisme de Sd vers Kd qui à
un vecteur X associe ses coordonnées dans la base (X1, . . . , Xd), le travail précédent
nous assure que l’image par Φ de ρOK(X1, . . . , Xd) est égale à (ρOK)d et l’image de
ρOK(S) est incluse dans ρOdK . En transportant le problème par Φ, on est ramené à
trouver le nombre de classes (β1, . . . , βd) + (ρOK)d avec (β1, . . . , βd) dans Φ

(
ρOK(S)

)
,

en d’autres termes on cherche le nombre de d-uplets (β1, . . . , βd) à coordonnées dans
OK mod (ρ) (où (ρ) est l’idéal engendré par ρ) tels que le vecteur β1X1 + · · ·+ βdXd

soit ρ fois un élément de OK(S). Il s’agit donc de calculer le nombre de solutions de
l’équation

d∑
i=1

βiXi ≡ 0 (modρ),

et de montrer qu’il est égal à N(a). En décomposant les idéaux a et (ρ) en produit
d’idéaux premiers

a = pe1
s . . . pes

s , (ρ) = pf1
s . . . pfs

s (ei ≤ fi),

par multiplicativité de la norme et par le lemme chinois, il suffit de montrer que le
nombre de solutions entières (β1, . . . , βd) distinctes modulo pfi

i de

β1ξ1k + · · ·+ βdξdk ≡ 0 mod pfi

i (k = 1, . . . , n),

est égal à N(pi)fi .
Schmidt démontre un résultat un peu plus général sur le nombre de solutions de pro-
blèmes de congruences similaires (le Lemme 6 section 3 de [17]) pour conclure.

�

Le lemme 4.2.5 implique que d
(
Λ(S)

)
= N(a)−1d

(
Λ(X1, . . . , Xd)

)
et on conclut

avec le lemme 4.2.4 et l’égalité (4.1).
�

Grâce à cette nouvelle définition, nous sommes en mesure de démontrer le résultat
suivant.

Théorème 4.2.6. Soit Sd un sous-espace de Kn.
(a) Soit 0 ≤ d < e ≤ n. Alors il existe un sous-espace Se tel que

Sd ⊂ Se et H(Se) ≤ c1H(Sd)(n−e)/(n−d).

(b) Soit 0 ≤ f < d ≤ n. Alors il existe un sous-espace Sf tel que

Sf ⊂ Sd et H(Sf ) ≤ c1H(Sd)f/d.

Ici c1 est une constante > 0 qui ne dépend que de n et K.
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Preuve La démonstration proposée ici est celle de Schmidt [17] (théorème 2). L’ordre
des arguments a parfois été un peu changé.
Commençons avec le cas (a). Par récurrence on voit qu’il suffit de traiter le cas e = d+1.
Dans cette preuve c2, . . . seront toutes des constantes > 0 qui ne dépendent que de n
et K.
Le réseau Λ(Sd) est un réseau de Rnp de dimension dp et covolume H(Sd)∆d (par le
théorème 4.2.3). Soit F := Vect

(
Λ(S)

)
et Ep(n−d) := F⊥. Soit Λ′ l’image de Λ(Kn)

par la projection orthogonale sur Ep(n−d). Alors Λ′ est un réseau de covolume

d(Λ′) = d
(
Λ(Kn)

)
/d
(
Λ(Sd)

)
= ∆n−dH(Sd)⊥.

En effet, on a
d
(
Λ(Kn)

)
= d(Λ′)d

(
Λ(Kn) ∩ F

)
,

et comme Λ(Sd) est saturé dans Λ(Kn), on a Λ(Kn) ∩ F = Λ(Sd).
On note V (m) le volume de la boule unité de Rm. La boule de Ep(n−d) de centre 0 et
de rayon ρ a pour volume V (p(n− d))ρp(n−d). Par le premier théorème de Minkowski
il existe un point G′ non nul de Λ′ de norme

||G′|| ≤ c2H(Sd)−
1

p(n−d) . (4.2)

C’est la projection orthogonale d’un G = ρ(X) ∈ Λ(Kn), où G (resp. X) n’est pas dans
F (resp. Sd). On définit alors Sd+1 par

Sd+1 = Sd ⊕Vect(X).

Montrons que Sd+1 convient. Pour montrer cela, par le théorème 4.2.3, il suffit de
montrer que

d
(
Λ(Sd+1)

)
≤ c3H(Sd)(n−d−1)/(n−d).

Si on appelle Λ∗ le sous-réseau de Λ(Sd+1) engendré par Λ(Sd) et ρ(β1X), . . . , ρ(βpX)
(où on a pris (β1, . . . , βp) une base intégrale de K/Q), alors on peut se contenter de
montrer

d
(
Λ∗
)
≤ c3H(Sd)(n−d−1)/(n−d).

On pose maintenant Gj := ρ(βjX) et on désigne par G′j la projection de
Gj sur Ep(n−d) (j = 1, . . . , p). Soit H1, . . . ,Hpd une base de Λ(Sd). Alors
H1, . . . ,Hpd, G1, . . . , Gp est une base de Λ∗ et on a

d(Λ∗) = D(H1, . . . ,Hpd, G1, . . . , Gp) = D(H1, . . . ,Hpd, G
′
1, . . . , G

′
p)

≤ D(H1, . . . ,Hpd)
p∏
j=1
||G′j || (par la proposition 2.3.6)

= ∆dH(Sd)
p∏
j=1
||G′j ||.

Il s’agit donc de majorer judicieusement la norme des G′j .
Par définition de G, (G−G′) ∈ F et comme le Q-espace vectoriel ρ(Sd) est dense dans
F , par l’inégalité (4.2) il existe X∗ ∈ Sd tel que

||ρ(X −X∗)|| = ||G− ρ(X∗)|| ≤ 2c2H(Sd)−
1

p(n−d) .

Or, il est clair qu’il existe c4 telle que ||ρ(βjY )|| ≤ c4||ρ(Y )|| pour tout Y , donc on peut
tirer de l’inégalité précédente les inégalités

||ρ
(
βj(X −X∗)

)
|| = ||Gj − ρ(βjX∗)|| ≤ c5H(Sd)−

1
p(n−d) (j = 1, . . . , p).
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Mais maintenant, comme βjX∗ ∈ Sd, on a ρ(βjX∗) ∈ F et par conséquent

||G′j || ≤ c5H(Sd)−
1

p(n−d) (j = 1, . . . p).

Finalement on en déduit que

d(Λ∗) ≤ ∆dH(Sd)
p∏
j=1
||G′j || ≤ c6H(Sd)H(Sd)−

1
n−d = c6H(Sd)(n−d−1)/(n−d),

ce qui achève la démonstration du point (a).

Le cas (b) est prouvé par dualité : T := (Sd)⊥,ϕ est de dimension n − d et par (a)
est contenu dans un sous-espace T ′ de dimension n − f avec H(T ′) ≤ c1H(T )f/d =
c1H(Sd)f/d. Alors Sf := (T ′)⊥,ϕ a les propriétés requises.

�

4.3 Nombre de sous-espaces de hauteur ≤ H

Cette partie reprend la partie 5 de [17]. On conserve les notations du paragraphe
précédent pour K. Le résultat principal de ce paragraphe est le théorème 4.3.3 qui
donne le comportement asymptotique du nombre de sous-espaces de dimension d et de
hauteur inférieure ou égale à H en fonction de H.

Lemme 4.3.1. Soit 0 ≤ d ≤ n. Alors H(Sd) ≥ 1. De plus, il y a exactement
(
n
d

)
sous-espaces Sd ⊂ Kn de hauteur H(Sd) = 1 : ce sont les sous-espaces Sd engendrés
par d vecteurs distincts de la base canonique de Kn.

Preuve La preuve est laissée au lecteur par Schmidt, nous en proposons une ici.
Notant X1, . . . , Xd une base de Sd, la formule (4.1) utilisée avec la proposition 2.3.4
donne :

N(a)2H(Sd)2 =
p∏
j=1

( N∑
i=1
|η(j)
i |

2
)
≥

N∑
i=1

∣∣∣ p∏
j=1

η
(j)
i

∣∣∣2 =
N∑
i=1

N(ηi)2,

où on a noté N =
(
n
d

)
. Comme N(a) ≤ N(ηi) pour tout i tel que ηi 6= 0, on en déduit

que

N(Sd) ≥ 1,

avec égalité si et seulement si N(ηi) = 0 pour tout i sauf un unique i0 pour lequel
N(ηi0) = 1 . L’équivalence (2.26) permet de conclure que Sd est égal à Vect(ei1 , . . . , eid)
où (i1, . . . , id) est le i0-ème d-uplet quand on les a ordonnés par l’ordre lexicographique.

�

Définition 4.3.2. On note N(n, d,K,H) ou plus simplement N(d,H) le nombre de
sous-espaces de dimension d de Kn de hauteur inférieure ou égale à H.

Théorème 4.3.3. Soit H ≥ 1 et 1 ≤ d < n. Alors il existe des constantes c6 et c7 qui
ne dépendent que de n et K telles que

c6H
n ≤ N(d,H) ≤ c7H

n. (4.3)
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Preuve Le lecteur est renvoyé à [17] (théorème 3) pour la démonstration de ce théo-
rème. La preuve se fait par récurrence sur la dimension d. L’initialisation découle d’un
article de Schanuel [16] (qui fournit en réalité un résultat bien plus précis). Notons
toutefois que le Lemme 10 de [17] avec d = 1 assure déjà que N(1, H) ≤ c7H

n.
�

5 Approximations diophantiennnes
Cette partie reprend la partie III de [17]. Les résultats principaux d’approxima-

tions diophantiennes sont résumés dans le paragraphe 5.3 ; les paragraphes 5.1 et 5.2
sont une préparation technique nécessaire pour les preuves desdits résultats. Enfin, le
paragraphe 5.4 montre dans quelle mesure les inégalités obtenues sont optimales. On
distinguera deux cas (a) et (b).
Cas (a) : Gn désigne un espace euclidien En, q = 1 et K est un corps de nombres réel
(on voit donc K comme un sous-corps de R).
Cas (b) : q = 2, Gn désigne un espace hermitien Un et K est un corps de nombres
complexe non réel (on voit K comme un sous-corps de C).
Dans les deux cas, C1, C2, . . . désignent des constantes > 0 qui ne dépendent que de
K, n (mais qui sont indépendantes des sous-espaces Ad, . . . considérés). On utilisera
les notations et notions introduites dans la partie 3.

5.1 Travail préliminaire
Le seul résultat de ce paragraphe - qui reprend la section 10 de [17] - est le théorème

5.1.1 dont nous nous efforçons de fournir une preuve dans le cas (b).

Théorème 5.1.1. Soit 0 < d < n, c := n−d et u := min(c, d). Soit Ad un sous-espace
de Gn et H ≥ 1. Alors il existe des sous-espaces B1 ⊂ · · · ⊂ Bu de Gn, chacun défini
sur K, tels que pour i = 1, . . . , u

(1) H(Bi) ≤ Hi

(2) H(B1)ψqi (A
d, Bi) ≤ C1H

−d/c ≤ C1H(Bi)−d/(ic)

Preuve Dans [17] (théorème 8), Schmidt ne démontre le théorème que dans le cas (a).
Ici nous allons au contraire traiter en détails le cas (b) dont il ne fournit qu’un schéma
de preuve.
On note σ1, . . . , σp les plongements de K dans C et ξ(i) = σi(ξ) pour ξ ∈ K. On écrit
p = r1 +2r2 et on suppose que ξ(2j) est le complexe conjugué de ξ(2j−1) pour 1 ≤ j ≤ r2
et que ξ(2r2+j) est réel pour 1 ≤ j ≤ r1, pour tout ξ ∈ K. Puisque l’on est dans le cas
(b), on peut supposer que σ1 est l’identité IdK (σ2 est donc son complexe conjugué).
Puisque K ⊂ C, on peut prolonger σ1 (resp. σ2) en l’identité de C (resp. la conjugaison
complexe) de sorte que ξ(1) (resp. ξ(2)) ait un sens pour tout ξ ∈ C .
On note ξ 7→ ξ[i] l’application K → R définie par

ξ[i] =


Re ξ(i) si 1 ≤ i ≤ 2r2 et i impair,
Im ξ(i) si 1 ≤ i ≤ 2r2 et i pair
ξ(i) si 2r2 + 1 ≤ i ≤ p

Comme on a prolongé σ1 (resp. σ2) à C, ξ[1] (resp. ξ[2]) a un sens pour tout ξ ∈ C.
Etant donné un vecteur X = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Kn, on pose X(i) := (ξ(i)

1 , . . . , ξ
(i)
n ) et
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X [i] := (ξ[i]
1 , . . . , ξ

[i]
n ). Remarquons que X = X [1] − iX [2] et que cette égalité fait

sens pour tout X ∈ Cn. L’anneau OK désigne toujours l’anneau des entiers de K. Si
X ∈ Kn, on note également

X = ρ(X) = (X [1] . . . , X [p]) ∈ Enp. (5.1)

Notez que la fonction ρ définie ici est égale à la fonction ρ du paragraphe 4.2 à
une permutation des coordonnées près (de même pour les fonctions ξ 7→ ξ[i]), ce qui
ne change pas les propriétés et les résultats obtenus dans ce précédent paragraphe.
On note encore Λ = Λ(Kn) l’ensemble des ρ(X) tels que X ∈ OnK . C’est un réseau de
dimension np et de déterminant ∆n (cf paragraphe 4.2).

Soient B1, . . . , Bu tels que pour tout i Bi = VectC(X1, . . . , Xi) avec Xi =
(ξi1, . . . , ξin) et ξij ∈ K. L’idéal fractionnaire ai engendré par les coordonnées de
X1 ∧ · · · ∧ Xi (cf paragraphe 2.2) est un idéal de OK donc de norme ≥ 1. On en
déduit par (4.1) que H(Bi) ≤

∏p
j=1 D(X(j)

1 , . . . , X
(j)
i ). Ainsi, pour montrer le point

(1) du théorème, il suffit de montrer

D(X(j)
1 , . . . , X

(j)
i ) ≤ Hi/p (1 ≤ i ≤ u, 1 ≤ j ≤ p). (5.2)

Un vecteur X =∈ Un s’écrit de manière unique X = XA + X∗ avec XA ∈ A et
X∗ ∈ A⊥ (rappelons que A⊥ est l’orthogonal de A dans Un pour le produit scalaire
hermitien ; c’est un sous-espace de dimension c). Nous allons construire par récurrence
des vecteurs X1 = ρ(X1), . . . ,Xu = ρ(Xu) ∈ Λ \ {0} vérifiant :

(i) ||X∗j || ≤ C2H
−n/(2c)+1/p (j = 1, . . . , u)

(ii) |
〈
XA
i , X

A
j

〉
| ≤ (8uu!)−1||XA

i ||2 (1 ≤ i < j ≤ u)

(iii) D(XA
1 , . . . , X

A
j ) = ||XA

1 ∧ · · · ∧XA
j || ≤ Hj/p4−j (j = 1, . . . , u)

(iv) ||X [k]
j || ≤

1
2H

1/p (j = 1, . . . , u; k = 3, . . . , p)

De plus pour j = 1, . . . , u on va choisir Xj tel que ||XA
1 ∧ · · · ∧ XA

j || soit minimale.
(Rappel : on identifie l’algèbre extérieure Λ(j)(Un) à U(n

j) comme dans le paragraphe
2.2). C’est pour cette construction qu’il y a le plus de différences entre le cas (a) et le
cas (b). Dans le cas (b), Schmidt fournit uniquement les équations (i)− (iv) ; les calculs
sous-jacents sont implicites et prennent la plus grosse partie de la preuve.

Pour j = 1 l’inégalité (ii) n’a pas besoin d’être satisfaite et l’inégalité (iii) devient
||XA

1 || ≤ H1/p4−1. Pour X = (X11, . . . , X1n, . . . , Xp1, . . . , Xpn) ∈ Epn on pose X :=
(X11 − iX21, . . . , X1n − iX2n) ∈ Un. Les inégalités

||X∗|| ≤ C2H
−n/(2c)+1/p

||XA|| ≤ H1/p4−1

||(Xk1, . . . , Xkn)|| ≤ 1
2H

1/p (k = 3, . . . , p)

définissent un corps convexe symétrique de Epn. Afin de calculer le volume
de ce convexe, notons Φ l’isomorphisme R-linéaire entre E2n et Un défini par
Φ(Y,Z) = Y − iZ (remarque : Φ−1(X) = (X [1], X [2])). Ainsi, notant X̃ :=
(X11, . . . , X1n, X21, . . . , X2n), on a X = Φ(X̃). On pose également X̃A := Φ−1(XA)
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et X̃∗ := Φ−1(X∗). Comme pour n’importe quel sous-espace vectoriel S de Un on a
Φ−1(S⊥) = Φ−1(S)⊥ et que ||(Y, Z)|| = ||Φ(Y,Z)|| pour tous Y, Z ∈ En, les égalités
précédentes se réécrivent

||X̃∗|| ≤ C2H
−n/(2c)+1/p

||X̃A|| ≤ H1/p4−1

||(Xk1, . . . , Xkn)|| ≤ 1
2H

1/p (k = 3, . . . , p)

avec X̃A ∈ Φ−1(A) (de dimension réelle 2d) et X̃∗ ∈ Φ−1(A)⊥ (de dimension réelle 2c).
Le volume de ce convexe est donc égal à

(
C2c

2 H−n+2c/pV (2c)
)
×
(

4−2dH2d/pV (2d)
)
×
(

2−nHn/pV (n)
)p−2

> C2c
2 4−2d2−n(p−2)V (2c)V (2d)V (n)p−2 > 2np∆n

pour C2 assez grand en fonction de n et K (où on a noté V (m) le volume de la boule
unité de Em). Par le premier théorème de Minkowski il existe alors un X1 ∈ Λ non nul
avec les propriétés requises. On le choisit tel que XA

1 soit de norme minimale.
Supposons maintenant construits X1, . . . ,Xj−1 pour un j ≥ 2. Les inégalités (i) à (iv)
en j définissent un convexe symétrique pour Xj . Afin d’appliquer le premier théorème
de Minkowski, il suffit de montrer que son volume est > 2np∆n.
En décomposant XA

j = Y Aj + Y A,∗j avec Y Aj ∈ VectC
(
XA

1 , . . . , X
A
j−1) et Y A,∗j ∈

VectC
(
XA

1 , . . . , X
A
j−1)⊥

⋂
A, les inégalités (i)− (iv) se réécrivent :

(i′) ||X∗j || ≤ C2H
−n/(2c)+1/p

(ii′) |
〈
XA
i , Y

A
j

〉
| ≤ (8uu!)−1||XA

i ||2 (1 ≤ i ≤ j − 1)

(iii′) ||XA
1 ∧ · · · ∧XA

j−1|| × ||Y
A,∗
j || ≤ Hj/p4−j

(iv′) ||X [k]
j || ≤

1
2H

1/p (k = 3, . . . , p)

Cet ensemble est le produit de quatre ensembles convexes symétriques de sous-
espaces deux à deux orthogonaux de Epn dans lesquels varient respectivement
((X∗j )[1], (X∗j )[2], 0, . . . , 0), ((Y Aj )[1], (Y Aj )[2], 0, . . . , 0), ((Y A,∗j )[1], (Y A,∗j )[2], 0, . . . , 0) et
les (0, . . . , 0, X

[k]
j︸︷︷︸

k-ème bloc de
n coordonnées

, 0, . . . , 0).

Si XA
1 , . . . , X

A
j−1 sont linéairement dépendants, (ii′) et (iii′) définissent un ensemble

convexe de dimension (réelle) 2d et de volume infini. On peut donc les supposer linéai-
rement indépendants.
L’inégalité (i′) définit un ensemble convexe de Φ−1(A)⊥ (de dimension (réelle) 2c) de
volume C2c

2 H−n+2c/pV (2c).
L’inégalité (ii′) définit un ensemble convexe de Φ−1(VectC

(
XA

1 , . . . , X
A
j−1)

)
(de di-

mension (réelle) 2(j − 1)). Afin de calculer son volume, introduisons Ψ, l’isomor-
phisme entre E2n et Un défini par Ψ(Y,Z) = Z + iY (remarque : on a Ψ = iΦ
et Ψ−1(X) = (−X [2], X [1])). Si on note Ỹ Aj := Φ−1(Y Aj ), X̃A

i := Φ−1(XA
i ) et

X̂A
i := Ψ−1(XA

i ) (1 ≤ i < j), l’inégalité précédente se réécrit :√∣∣∣ 〈X̃A
i , Ỹ

A
j

〉 ∣∣∣2 +
∣∣∣ 〈X̂A

i , Ỹ
A
j

〉 ∣∣∣2 ≤ (8uu!)−1||XA
i ||2 (1 ≤ i ≤ j − 1).
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L’ensemble défini par ces inégalités contient le sous-ensemble convexe de
Φ−1(VectC(XA

1 , . . . , X
A
j−1)

)
défini par∣∣∣ 〈X̃A

i , Ỹ
A
j

〉 ∣∣∣ ≤ (21/28uu!)−1||XA
i ||2 (1 ≤ i ≤ j − 1)∣∣∣ 〈X̂A

i , Ỹ
A
j

〉 ∣∣∣ ≤ (21/28uu!)−1||XA
i ||2 (1 ≤ i ≤ j − 1),

dont le volume est, puisque ||X̃A
i || = ||X̂A

i || = ||XA
i ||,

22(j−1)(21/28uu!)−2(j−1)
j−1∏
i=1

(
||X̃A

i ||2||X̂A
i ||2

)
D(X̃A

1 , . . . , X̃
A
j−1, X̂

A
1 , . . . , X̂

A
j−1)−1

> (8uu!)−2(j−1)D(X̃A
1 , . . . , X̃

A
j−1, X̂

A
1 , . . . , X̂

A
j−1)

par l’inégalité de Hadamard. Remarquons maintenant que

D(X̃A
1 , . . . , X̃

A
j−1, X̂

A
1 , . . . , X̂

A
j−1) = D(XA

1 , . . . , X
A
j−1)2.

Cela provient de deux faits : d’abord si Y ∈ Un et si on pose Ỹ = Φ−1(Y ), Ŷ =
Ψ−1(Y ), alors Ỹ et Ŷ sont orthogonaux et D(Ỹ , Ŷ ) = D(Ỹ )D(Ŷ ) = D(Y )2. Ensuite,
si (Y,Z) ∈ U2n est une paire de vecteurs orthogonaux entre eux, alors il en va de même
des paires (Ỹ , Z̃) et (Ŷ , Ẑ). Cela assure que si S est un sous-espace vectoriel de Un, si p,
p̃ et p̂ désignent les projections orthogonales sur S, Φ−1(S) et Ψ−1(S) respectivement,
alors on a p̃ ◦Φ−1 = Φ−1 ◦ p et p̂ ◦Ψ−1 = Ψ−1 ◦ p. On conclut alors en orthogonalisant
les familles (XA

1 , . . . , X
A
j−1) et (X̃A

1 , . . . , X̃
A
j−1, X̂

A
1 , . . . , X̂

A
j−1).

Ainsi, le volume du convexe défini par (ii′) est plus grand que

(8uu!)−2(j−1)D(XA
1 , . . . , X

A
j−1)2.

L’inégalité (iii′) définit un ensemble convexe de Φ−1(VectC
(
XA

1 , . . . , X
A
j−1)

)⊥⋂Φ−1(A)
(de dimension 2(d− j + 1)) de volume(
Hj/p4−jD

(
XA

1 , . . . , X
A
j−1
)−1)2(d−j+1)

V (2(d− j + 1))

≥ (Hj/p4−jD
(
XA

1 , . . . , X
A
j−1
)−1)2(

Hj/p4−j
(
4−(j−1)H(j−1)/p)−1)2(d−j)

V (2(d− j + 1))

≥ H2j/p4−2jD
(
XA

1 , . . . , X
A
j−1
)−2(4−1H1/p)2(d−j)

V (2(d− j + 1))

≥ H2d/pD
(
XA

1 , . . . , X
A
j−1
)−24−2dV (2(d− j + 1)),

où on a utilisé (iii) avec j − 1 pour passer de la première ligne à la deuxième.
Enfin l’inégalité (iv′) définit un ensemble convexe de En(p−2) de volume(

2−nHn/pV (n)
)p−2

> 2−npHn−2n/pV (n)p−2.

Ces quatre inégalités montrent que le volume du convexe défini par les quatre
équations ensemble est strictement supérieur à C2c

2 × λ où λ est une constante > 0 qui
ne dépend que de n et p. Donc pour C2 assez grand, on a bien un volume > 2np∆n et le
premier théorème de Minkowski donne Xj non nul vérifiant (i)− (iv). On le choisit de
sorte queD(XA

1 , . . . , X
A
j ) soit minimal, ce qui achève notre construction des X1, . . . ,Xu.

Pour chaque i il existe Xi ∈ OnK tel que Xi = ρ(Xi) (1 ≤ i ≤ u). On pose

Bi := VectC(X1, . . . , Xi).

Vérifions que les Bi conviennent. La suite de la preuve est presque identique dans les
deux cas (a) et (b) ; les arguments sont les mêmes, seules les inégalités mises en jeu
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sont légèrement différentes.
Montrons pour commencer que Bi est bien de dimension i. Pour cela, il suffit de
montrer que les XA

k sont linéairement indépendants. Afin de montrer la non nullité des
XA
j , montrons que

||XA
1 || ≥ 2nC2H

−n/(2c)+1/p, (5.3)

pour H assez grand. Si ce n’était pas le cas, en utilisant (i) il existerait des H arbitrai-
rement grands pour lesquels

||X1|| ≤ 2n+1C2H
−n/(2c)+1/p et donc |ξ1k|, |ξ1k| ≤ 2n+1C2H

−n/(2c)+1/p (1 ≤ k ≤ n)

(en écrivant X = (ξ11, . . . , ξ1n)).
En utilisant (iv) on a aussi :

|ξ(j)
1k | ≤ H

1/p (1 ≤ k ≤ n; 3 ≤ j ≤ p).

On en déduit qu’il y aurait des H arbitrairement grands pour lesquels

N(ξ1k) ≤ 22(n+1)C2
2H

1−n/c < 1,

si H est assez grand, ce qui impliquerait ξ1k = 0 (k = 1, . . . , n), et donc X1 = 0 et
par suite X1 = 0 (pour des H arbitrairement grands), ce qui n’est pas. Donc (5.3) est
vraie.

Soit 1 ≤ k < j ≤ u. Alors Xj vérifie les trois inégalités (i), (ii) et (iv) satis-
faites par Xk ((ii) est plus restrictive pour Xj que pour Xk). Donc, par minimalité de
D(XA

1 , . . . , X
A
k ) on a

D(XA
1 , . . . , X

A
k−1, X

A
k ) ≤ D(XA

1 , . . . , X
A
k−1, X

A
j ) (1 ≤ k < j ≤ u). (5.4)

En particulier, pour k = 1 on obtient ||XA
1 || ≤ ||XA

j ||. Par (5.3) cela assure la non
nullité des ||XA

j ||.

Montrons maintenant par récurrence sur j les inégalités

||XA
j || ≥

1
2 ||X

A
j−1|| et λ(XA

k , X
A
j ) ≤ (4uu!)−1 (1 ≤ k < j ≤ u). (5.5)

On définit Yj tel queXA
j = ||XA

j ||Yj (j = 1, . . . , u). Par (5.4) appliqué avec k = j−1,
on trouve après simplification par ||XA

1 || . . . ||XA
j−2|| que

||XA
j−1||D(Y A1 , . . . , Y Aj−2, Y

A
j−1) ≤ ||XA

j ||D(Y A1 , . . . , Y Aj−2, Y
A
j ) ≤ ||XA

j ||.

Par hypothèse de récurrence et en développant le déterminant (2.28) on a

D2(Y A1 , . . . , Y Aj−1) ≥ 1−
∑

σ∈Sj−1
σ 6=Id

(4uu!)−1 ≥ 1− (j − 1)!(4uu!)−1 ≥ 1
4 , (5.6)

et donc ||XA
j || ≥ ||XA

j−1||/2. Par (ii),

λ(XA
k , X

A
j ) ≤ (8uu!)−1||XA

k ||/||XA
j || ≤ (8uu!)−12j−k ≤ (4uu!)−1 (1 ≤ k < j),

ce qui achève la démonstration de (5.5). Un petit argument (cf [17], preuve du corol-
laire du Théorème 7 p. 448-449) permet de montrer que XA

1 , . . . , X
A
u sont linéairement
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indépendants. Il en va donc de même de X1, . . . , Xu et ceci assure que Bi est bien de
dimension i.

Montrons maintenant (5.2) (ce qui prouvera l’assertion (1) du théorème). Par (iv),
il suffit de le vérifier pour j = 1 (et ce sera également vrai pour j = 2). Par (i), (5.3)
et (5.5),

||X∗i || ≤ ||XA
i || (i = 1, . . . , u),

en particulier
||Xi|| ≤ 2||XA

i || (i = 1, . . . , u). (5.7)

L’inégalité (5.5) et le calcul (5.6) assurent aussi ||XA
1 || . . . ||XA

i || ≤ 2D(XA
1 , . . . , X

A
i ).

Donc par (iii),

D(X1, . . . , Xi) ≤ ||X1|| . . . ||Xi|| ≤ 2i||XA
1 || . . . ||XA

i ||
≤ 2i+1D(XA

1 , . . . , X
A
i )

≤ Hi/p2−i+1 ≤ Hi/p.

D’où l’assertion (1) du théorème.

Reste à prouver l’assertion (2) du théorème (nous détaillons ici un peu plus les ar-
guments de Schmidt). Pour cela, remarquons déjà que ||X1|| ≤ 2||XA

1 || ≤ 2i||XA
i || par

(5.7) et (5.5), et que ||Xi||ω(A,Xi) = ||X∗i || ≤ C2H
−n/(2c)+1/p par (i) (remarque :

en revenant aux définitions des fonctions ω et λ définies dans la partie 3, on ob-
tient λ(Xi, A

d) = ||XA
i ||/||Xi|| et ω(Xi, A

d) = ||X∗i ||/||Xi||). En combinant ces deux
inégalités et en majorant l’exposant 2i qui apparaît par 2n, on obtient finalement
||X1||2ω2(A,Xi) ≤ 22nC2

2H
−n/c+2/p (i = 1, . . . , u).

Maintenant, si on revient à la définition de la hauteur pour une droite (cf Définition
4.1.3) et puisque X1 est à coordonnées dans l’anneau des entiers, on a

H(B1) ≤
p∏
k=1
||X(k)

1 || = ||X1||2
p∏
k=3
||X(k)

1 ||.

Or par (iv) on a pour k = 3, . . . , p l’inégalité ||X(k)
1 || ≤ H1/p. En combinant les es-

timations précédentes on trouve finalement, puisque n − c = d, H(B1)ω2(Ad, Xi) ≤
22nC2

2H
−d/c (i = 1, . . . , u). Pour achever la démonstration de la deuxième assertion

du théorème on va utiliser le corollaire du théorème 3.3.7. Les inégalités que l’on
vient de montrer nous assurent l’existence de Yj ∈ Ad non nul tel que ω(Xj , Yj)2 ≤
22nC2

2H
−d/cH(B1)−1 pour j = 1, . . . , u. L’inégalité (5.5) implique quant à elle que

λ(Xj , Xk) ≤ 4−u (avec 1 ≤ j < k ≤ u). Toutes les conditions du corollaire mentionné
sont vérifiées avec ω = 2nC2H

−d/(2c)H(B1)−1/2 et l’on conclut facilement en remar-
quant qu’ici ψi(Ad, Bi) = ωi(Ad, Bi) pour i = 1, . . . , u (puisque d + i ≤ d + u ≤ n, cf
§3.2).

�

5.2 Théorèmes du Going-up et du Going-down
Ce paragraphe reprend la section 11 de [17]. Il contient entre autres les théorèmes du

going-up et du going-down. Le deuxième est beaucoup plus technique que le premier,
nous le prouvons dans le cas (b).
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Théorème 5.2.1 (Going-up).
Soient d + e < n, Ad, Be des sous-espaces de Gn et H ≥ 1 et c > 0 fixés. On
suppose Be défini sur K et de hauteur H(Be) ≤ H. On suppose de plus que pour
i = 1, . . . , t = min(d, e) existent des constantes xi, yi ≥ 0 telles que

H(Be)xiψi(Ad, Be) ≤ cH−yi .

Alors il existe des constantes C3 = C3(n, e,K) et C4 = C4(n, e,K, xi, yi) telles qu’en
posant H ′ := C3H

(n−e−1)/(n−e) il existe un sous-espace Be+1 ⊃ Be défini sur K, de
hauteur H(Be+1) ≤ H ′ et satisfaisant

H(Be+1)xi(n−e)/(n−e−1)ψi(Ad, Be+1) ≤ cC4H
′−yi(n−e)/(n−e−1). (5.8)

Preuve La preuve de ce théorème est celle de Schmidt [17] (théorème 9).
On définit C3 comme étant la constante c1 du théorème 4.2.6. D’après la pre-
mière assertion de ce théorème il existe Be+1 ⊃ Be défini sur K, de hauteur
H(Be+1) ≤ C3H(Be)(n−e−1)/(n−e) ≤ H ′. Par le corollaire 3.1.8 on a aussi les in-
égalités ψi(Ad, Be+1) ≤ ψi(Ad, Be) (i = 1, . . . , t). En combinant ces inégalités on a le
résultat escompté pour un C4 convenable.

�

Théorème 5.2.2 (Going-down).
Soient Ad, Be des sous-espaces de Gn et H ≥ 1. On suppose Be défini sur K et de
hauteur H(Be) ≤ H. Soient 1 ≤ h ≤ f ′ = min(d, e−1), c ≥ 1 et y1 ≥ · · · ≥ yh ≥ (qh)−1

(rappel : q a été défini au début de la partie 5) . On suppose

H(Be)ωqi (A
d, Be) ≤ cqH−(qyi−1) (i = 1, . . . , h). (5.9)

On pose y := y1 + · · ·+ yh et on suppose que

y′i := yie(qy + e− 1)−1 ≥ q−1 (i = 1, . . . , h). (5.10)

Alors il existe un sous-espace Be−1 ⊂ Be défini sur K, de hauteur

H(Be−1) ≤ C5H(Be)H(qy−1)/e ≤ C5H
(e+qy−1)/e =: H ′

et satisfaisant à la relation

H(Be−1)ωqi (A
d, Be−1) ≤ C6c

qH−(qy′i−1)(qy+e−1)/e = C7c
qH ′−(qy′i−1) (i = 1, . . . , h),

et donc (puisque −(qy′i − 1) ≤ 0)

ωi(Ad, Be−1) ≤ C8cH(Be−1)−y
′
i (i = 1, . . . , h).

Si à la place de (5.9) on a

ωi(Ad, Be) = 0 (i = 1, . . . , h), (5.11)

on pose
y′0 := e(qh)−1.
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Alors pour tout H ′ ≥ C9H, il existe un sous-espace Be−1 ⊂ Be défini sur K, de hauteur
H(Be−1) ≤ H ′ et satisfaisant

H(Be−1)ωqi (A
d, Be−1) ≤ C10H

qy′0H ′−(qy′0−1) (i = 1, . . . , h),

et donc (puisque −(qy′0 − 1) ≤ 0)

ωi(Ad, Be−1) ≤ C11H
y′0H(Be−1)−qy

′
0 (i = 1, . . . , h).

Dans ce théorème les constantes C5, . . . , C11 dépendent uniquement de
n,K, y1, . . . , yh mais pas de Ad, Be et H.

Preuve Nous ne traitons ici que le cas (b) (K est donc un sous-corps de C non réel), le
lecteur est invité à consulter [17] (théorème 10) pour le cas (a). La différence majeure
entre les deux cas est le fait que dans le cas (a) la forme bilinéaire ϕ du paragraphe
2.2 coïncide avec le produit scalaire, ce qui n’est plus vrai dans notre cas. Il est à
noter qu’une partie de la preuve de Schmidt est fausse à cause d’une confusion entre
la forme bilinéaire et le produit scalaire hermitien (Schmidt a une même notation pour
ces deux formes et jongle une bonne partie de la preuve avec les deux).
Ici, ∆ est défini comme au paragraphe 4.2 (avec K). Dans cette preuve, on travaillera
avec le corps K défini comme le conjugué complexe de K (attention, ici cette notion
ne renvoie pas à la clôture algébrique de K).

Supposons pour commencer que (5.9) est vérifié. On pose m = n − e et Be,⊥ :=
(Be)⊥ = Vect(Z1, . . . , Zm) avec Zi ∈ K

n (attention, comme on a pris l’orthogonal
hermitien ce sous-espace est désormais défini sur le conjugué complexe K de K, a
priori distinct de K). Nous allons construire un vecteur W ∈ K

n \ (Be)⊥ et nous
vérifierons que

Be−1 := Vect(W,Z1, . . . , Zm)⊥, (5.12)

qui est défini sur K, possède toutes les propriétés requises.

Notons en premier lieu que pour tout sous-espace S défini sur K, on a
H(S) = H(S⊥). Ceci vient directement du fait que H(S) = H(S), du théorème
4.1.7 et du fait que S⊥ = S⊥,ϕ.
On pose λi := λi(Ad, Be) (pour i = 1, . . . , f := min(d, e)) et on choisit (X1, . . . , Xd),
(Y1, . . . , Ye) bases orthonormées respectives de Ad et Be vérifiant 〈Xi, Yj〉 = δijλi,
l’existence de ces deux bases étant fournie par le théorème 3.1.2. Ainsi pour i = 1, . . . , f
on a ω(Xi, Yj) = ωi(Ad, Be). Notons que 〈Yi, Zj〉 = 0 (i = 1, . . . , e et j = 1, . . . ,m).

On va utiliser les résultats du paragraphe 4.2 avec le corps de nombres K et le
plongement ρ défini comme dans la preuve du théorème 5.1.1. Pour cette preuve
uniquement, les p plongements σ1, . . . , σp seront ceux de K dans C (et l’on utilisera
les notations Y (i), Y [i], . . . rattachés à ces plongements). Le réseau Λ(Be,⊥) ⊂ Epn

(construit à partir de K et ρ) est un réseau de dimension pm et de déterminant
∆mH(Be,⊥) = ∆mH(Be) (puisque K et K ont même discriminant en valeur absolue).
On choisit I1, . . . ,Ipm une base de ce réseau et on note Π l’ensemble des vecteurs
I =

∑
ciIi avec ci ∈ [−1/2, 1/2]. Cet ensemble a pour volume ∆mH(Be) (lors-

qu’on le voit dans l’espace vectoriel de dimension pm qu’il engendre) et ne contient
aucun vecteur du réseau Λ := Λ(Kn) à l’exception du vecteur nul. On note enfin
S∗ := Vect(Λ(Be,⊥)) ⊂ Epn.

47



Anthony Poels Mémoire de M2

Construction de W
Comme précisé plus haut, on suppose que ρ est défini comme dans la preuve du

théorème 5.1.1 avec K à la place de K. Rappelons en particulier que σ1 est l’identité
de K et σ2 son conjugué complexe. Nous les prolongeons en l’identité et la conjugaison
complexe de C de sorte que Y [1] et Y [2] ont un sens pour n’importe quel vecteur Y ∈ Gn.
Si Y ∈ Gn et Z ∈ Kn, on a

〈Y,Z〉 =
〈

(Y [1], Y [2], 0, . . . , 0), ρ(Z)
〉

+ i
〈

(−Y [2], Y [1], 0, . . . , 0), ρ(Z)
〉
.

Comme (Yj)j est une famille orthonormale et que chacun de ses vecteurs est orthogonal
à Be,⊥, on en déduit que les vecteurs

Y1
j := (Y [1]

j , Y
[2]
j , 0, . . . , 0) (j = 1, . . . , h),

et
Y2
j := (−Y [2]

j , Y
[1]
j , 0, . . . , 0) (j = 1, . . . , h),

forment une famille orthonormée de Epn orthogonale à S∗. On pose alors Tj :=
Vect

(
Y1

1,Y
2
1, . . . ,Y

1
j ,Y

2
j

)
(j = 1, . . . , h), sous-espace de dimension 2j.

Un vecteur X ∈ Epn se décompose de manière unique

X = X∗ + XT + X0,

avec X∗ ∈ S∗, XT ∈ Th et X0 orthogonal à S∗ et à Th. L’ensemble des X vérifiant

(i) X∗ ∈ Π

(ii) |
〈
XT ,Y

i
j

〉
| ≤ H−(yj−(2y−1)/(ep))(H/H(Be)

)1/(2h) (j = 1, . . . , h ; i = 1, 2)

(iii) ||X0|| ≤ C12H
(2y−1)/(ep)

est un corps convexe symétrique qui est le produit de trois corps convexes symétriques
appartenant à des sous-espaces orthogonaux entre eux ; son volume est donc le produit
des volumes de ces trois convexes et est égal à :

∆mH(Be)×
( h∏
j=1

(
2H−(yj−(2y−1)/(ep))(H/H(Be)

)1/(2h))2
)
×

×
(
C12H

(2y−1)/(ep))pe−2h
V (pe− 2h)

(rappel : on a noté V (l) le volume de la boule unité de El), c’est-à-dire à
∆m4hV (pe − 2h)Cep−2h

12 > 2pn∆n si C12 est assez grand. Par le premier théorème de
Minkowski il existe ainsi un X ∈ Λ non nul dans cet ensemble. Soit W ∈ On

K
tel que

X = ρ(W ).

Nous allons maintenant établir un certain nombre de propriétés deW dans le but de
montrer que Be−1 défini par (5.12) possède toutes les propriétés requises. Notamment,
il nous faut contrôler | 〈W,Yj〉 | et ||Vj || (où Vj est la projection orthogonale de W (j)

sur Vect(Z(j)
1 , . . . , Z

(j)
m )⊥) car ces quantités interviendront directement dans le calcul

de la hauteur H(Be−1) de Be−1.

Quel que soit 1 ≤ j ≤ h on a

| 〈Yj ,W 〉 | = |
〈
Y1
j , ρ(W )

〉
+ i
〈
Y2
j , ρ(W )

〉
| = |

〈
Y1
j ,X

〉
+ i
〈
Y2
j ,X

〉
|

≤ |
〈
Y1
j ,XT

〉
|+ |

〈
Y2
j ,XT

〉
|

≤ 2H−(yj−(2y−1)/(ep))(H/H(Be)
)1/(2h)

, (5.13)
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par (ii).
Notons aussi que (ii) et (iii) impliquent

||X− X∗|| ≤ C14H
(2y−1)/(ep),

puisque par hypothèse yi ≥ 1/(2h) (on peut majorer brutalement H−(yj−(2y−1)/(ep))×(
H/H(Be)

)1/(2h) par H(2y−1)/(ep)).
Pour 1 ≤ j ≤ p, on écritW (j) = Uj+Vj avec Uj ∈ Vect(Z(j)

1 , . . . , Z
(j)
m ) et Vj orthogonal

à Vect(Z(j)
1 , . . . , Z

(j)
m ) (remarque : c’est entre autres ici qu’il y a des confusions entre

bilinéaire et hermitien dans [17] et que les arguments de Schmidt ne fonctionnent pas
exactement de la façon dont ils sont écrits).

Si maintenant σj est réel, on pose Wj := (0, . . . , Vj︸︷︷︸
j−ème bloc

, . . . , 0). Alors Wj est

orthogonal à S∗, donc à X∗, et à X −Wj (par définition de Vj et Uj). On en déduit
que ||Wj ||2 = | 〈Wj ,X〉 | = | 〈Wj ,X− X∗〉 | ≤ ||Wj || × C14H

(2y−1)/(ep). D’où

||Vj || = ||Wj || ≤ C14H
(2y−1)/(ep).

Si σj et σj+1 sont complexes conjugués, alors

W1
j := (0, . . . , 0, V

[1]
j , V

[2]
j︸ ︷︷ ︸

blocs j et j + 1

, 0, . . . , 0) et W2
j := (0, . . . , 0, −V [2]

j , V
[1]
j︸ ︷︷ ︸

blocs j et j + 1

, 0, . . . , 0),

sont orthogonaux à S∗, et donc en particulier à X∗. On a alors∣∣∣ 〈W [j], V
[1]
j

〉
+
〈
W [j+1], V

[2]
j

〉 ∣∣∣ = |
〈
X,W1

j

〉
| = |

〈
X− X∗,W1

j

〉
| ≤ C14H

(2y−1)/(ep)||W1
j ||∣∣∣ 〈W [j], V

[2]
j

〉
−
〈
W [j+1], V

[1]
j

〉 ∣∣∣ = |
〈
X,W2

j

〉
| = |

〈
X− X∗,W2

j

〉
| ≤ C14H

(2y−1)/(ep)||W2
j ||,

et comme∣∣ 〈W (j), Vj

〉 ∣∣ =
∣∣∣ 〈W [j], V

[1]
j

〉
+
〈
W [j+1], V

[2]
j

〉
+ i
( 〈
W [j], V

[2]
j

〉
−
〈
W [j+1], V

[1]
j

〉 )∣∣∣,
on en déduit

||Vj ||2 = |
〈
W (j), Vj

〉
| ≤ 2C14H

(2y−1)/(ep)||Vj ||,
et par suite

||Vj || ≤ 2C14H
(2y−1)/(ep). (5.14)

Cette égalité est vraie pour j = 1, . . . , p.

Comme annoncé on définit Be−1 par (5.12). Montrons maintenant que H(Be−1) ≤
H ′. Soit a l’idéal engendré par les coordonnées de Grassmann de la famille (Z1, . . . , Zm)
(i.e. par les coordonnées du vecteur Z1 ∧ · · · ∧ Zm, cf §2.2), et b l’idéal engendré par
les coordonnées de Grassmann de la famille (W,Z1, . . . , Zm). Comme les coordonnées
de W sont dans OK on a b ⊂ a (en effet, si on revient à la définition des coordonnées
de Grassmann, b est engendré par les mineurs d’ordre m + 1 de la matrice dont les
lignes sont W,Z1, . . . , Zm ; le résultat est alors évident en développant un tel mineur
par rapport à la première ligne), et donc N(b) ≥ N(a). De plus, H(Be) = H(Be,⊥) =
N(a)−1∏p

i=1 D(Z(i)
1 , . . . , Z

(i)
m ). On a alors

H(Be−1) = H((Be−1)⊥) = N(b)−1
p∏
i=1

D(W (i), Z
(i)
1 , . . . , Z(i)

m )

= N(b)−1
p∏
i=1
||Vi||D(Z(i)

1 , . . . , Z(i)
m ) ≤ H(Be)

p∏
i=1
||Vi||

≤ C5H(Be)H(2y−1)/e ≤ C5H
(e+2y−1)/e = H ′, (5.15)
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pour un C5 convenable.

Démontrons maintenant l’inégalité du théorème sur H(Be−1)ω2
i (Ad, Be−1) (i =

1, . . . , h). Puisque 〈Yi, Zj〉 = 0 (j = 1, . . . ,m) et ||Yi|| = 1, on a

ω2((Be−1)⊥, Yi)
= µ2((Be−1)⊥, Yi)
= D2(Yi,W,Z1, . . . , Zm)||Yi||−2D(W,Z1, . . . , Zm)−2

=
(
||Yi||2D2(W,Z1, . . . , Zm)− | 〈Yi,W 〉 |2D2(Z1, . . . , Zm)

)
D(W,Z1, . . . , Zm)−2

= 1− | 〈Yi,W 〉 |2D2(Z1, . . . , Zm)D(W,Z1, . . . , Zm)−2,

la première égalité venant de la définition de ω et de µ dans ce cas particulier (cf
définition 3.3.3), la deuxième de la proposition suivant la définition 3.3.3, la troisième
s’obtenant enfin en développant une première fois le déterminant D2(Yi,W,Z1, . . . , Zm)
selon la première colonne, puis en redéveloppant le second déterminant non nul obtenu
selon sa première ligne.

La proposition 3.3.5 permet alors de conclure que

ω(Be−1, Yi) = | 〈Yi,W 〉 |D(Z1, . . . , Zm)/D(W,Z1, . . . , Zm),

et par suite

D2(W,Z1, . . . , Zm)ω2(Be−1, Yi) = | 〈Yi,W 〉 |2D2(Z1, . . . , Zm).

On obtient alors

H(Be−1)ω2(Be−1, Yi)

= N(b)−1
( p∏
j=3

D(W (j), Z
(j)
1 , . . . , Z(j)

m )
)
D2(W,Z1, . . . , Zm)ω2(Be−1, Yi)

= N(b)−1
( p∏
j=3

D(W (j), Z
(j)
1 , . . . , Z(j)

m )
)
D2(Z1, . . . , Zm)| 〈Yi,W 〉 |2

≤ C15N(a)−1
( p∏
j=1

D(Z(j)
1 , . . . , Z(j)

m )
)( p∏

j=3
||Vj ||

)
H−2(yi−(2y−1)/(ep))(H/H(Be)

)1/h

≤ C16H(Be)H(p−2)(2y−1)/(ep)−2[yi−(2y−1)/(ep)]H/H(Be)

≤ C16H
(e+2y−1)/e−2yi .

la troisième ligne s’obtenant à partir de (5.13) et la quatrième à partir de (5.14). Il
existe donc un vecteur Ri ∈ Be−1 tel que

H(Be−1)ω2(Ri, Yi) ≤ C16H
−(2y′i−1)(2y+e−1)/e,

(Rappelons qu’on avait posé y′i := (yie)/(qy + e− 1)).
Par hypothèse, on a aussi

H(Be)ω2(Xi, Yi) ≤ c2H−2yi+1,

donc, avec (5.15) :

H(Be−1)ω2(Xi, Yi) ≤ c2C5H
−2yi+1+(2y−1)/e = c2C5H

−(2y′i−1)(2y+e−1)/e.

L’inégalité de la proposition 3.3.2 nous assure alors

H(Be−1)ωq(Ri, Xi) ≤ C17H
−qyi+1+(qy−1)/e = C17H

−(qy′i−1)(qy+e−1)/e (i = 1, . . . , h),
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et le théorème 3.3.7 (avec δ = 1 par exemple, puisque la famille des (Xj) est orthonor-
mée) fournit l’inégalité

H(Be−1)ω2
i (Ad, Be−1) ≤ c2C6H

−(2y′i−1)(2y+e−1)/e (q = 1, . . . , h),

pour C6 assez grand. Ceci achève la démonstration de la première partie du théorème.
Schmidt ne donne qu’une esquisse de démonstration dans le cas où (5.11) est vérifiée,
nous détaillons un peu plus ici. On définit H1 ≥ 1 par H ′ = C9HH

2h/e
1 (C9 sera précisé

plus tard). Dans la construction de W on remplace les équations du convexe par

(i′) X∗ ∈ Π

(ii′) |
〈
XT ,Y

i
j

〉
| ≤ H−(1−2h/(ep))

1 (j = 1, . . . , h ; i = 1, 2)

(iii′) ||X0|| ≤ C18H
2h/(ep)
1 .

Ces équations définissent un corps convexe symétrique de volume

∆mH(Be)× (2H−(1−2h/(ep))
1 )2h × (C18H

2h/(ep)
1 )ep−2hV (ep− 2h)

= ∆mH(Be)4hCep−2h
18 V (ep− 2h)

> 2pn∆n,

pour C18 assez grand. Par le premier théorème de Minkowski il existe ainsi un X ∈ Λ
non nul dans cet ensemble. Soit W ∈ On

K
tel que X = ρ(W ).

A la place de (5.13) on obtient l’inégalité

| 〈W,Yj〉 | ≤ 2H−(1−2h/(ep))
1 .

On a aussi l’inégalité
||X− X∗|| ≤ C19H

2h/(ep)
1 ,

qui permet de remplacer (5.14) par

||Vj || ≤ 2C19H
2h/(ep)
1 .

Le calcul de H(Be−1) conduit alors à

H(Be−1) ≤ H(Be)
p∏
j=1
||Vj || ≤ CH(Be)H2h/e

1 .

En choisissant maintenant C9 := C on obtient bien H(Be−1) ≤ H ′. Pour la fin de la
preuve, en reprenant les calculs précédents avec les nouvelles estimations, on trouve

H(Be−1)ω2(Be−1, Yi) ≤ C20H(Be)×H(p−2)2h/(ep)
1 ×H−2(1−2h/(ep))

1

≤ C21HH
2h/e−2
1 = C21HH

2h/e(1−e/h)
1

= C10H
e/hH ′1−e/h = C10H

2y′0H ′−(2y′0−1),

ce qui achève la démonstration du théorème.
�

Nous terminons ce paragraphe par un troisième théorème. On se rappellera la défi-
nition de µ (cf définition 3.3.3).
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Théorème 5.2.3. Soient 0 < d, e tels que d+e < n, H ≥ 1 et Ad, Be des sous-espaces
de Gn avec Be défini sur K et de hauteur H(Be) ≤ H. On suppose que

H(Be) ≤ µq(Ad, Be) ≤ cH−x,

(avec x ≥ 0 et c > 0 fixés).
Alors il existe un sous-espace Be+1 ⊃ Be défini sur K de hauteur

H(Be+1) ≤ H(e+1)/e =: H ′,

et satisfaisant

H(Be+1)µq(Ad, Be+1) ≤ cC22H
−x−(d+e)/(e(n−d−e))

= cC22H
′−
(
ex+(d+e)/(n−d−e)

)
/(e+1).

Preuve Cf [17] (théorème 11). Schmidt se restreint au cas (a).
�

5.3 Approximations diophantiennes
En combinant les théorèmes du paragraphe précédent nous sommes en mesure d’éta-

blir un certain nombre de résultats d’approximation diophantienne. Ce paragraphe re-
prend la section 12 de [17]. On conservera les notations du paragraphe 5.2 pour Gn,
K, q...

Théorème 5.3.1. Soient d, e > 0 tels que d + e ≤ n et 1 ≤ j ≤ t := min(d, e). Soit
Ad un sous-espace de Gn et H ≥ 1. Alors il existe un sous-espace Be défini sur K, de
hauteur H(Be) ≤ H et vérifiant :

ψqj (A
d, Be) ≤ C24H

−d(n−j)/(j(n−d)(n−e)).

Si j = 1, on peut améliorer l’inégalité précédente en

H(Be)(n−1)/(n−e)ψq1(Ad, Be) ≤ C24H
−d(n−1)/((n−d)(n−e)).

Corollaire 5.3.2. En plus des hypothèses du théorème, on suppose qu’il n’existe aucun
Be défini sur K tel que dimAd

⋂
Be ≥ j (en d’autres termes, on suppose qu’il n’existe

aucun Be défini sur K tel que ψj(Ad, Be) = 0). Alors il existe une infinité de sous-
espaces Be définis sur K tels que

ψqj (A
d, Be) ≤ C24H(Be)−d(n−j)/(j(n−d)(n−e)).

Si j = 1, on peut améliorer l’inégalité précédente en

ψq1(Ad, Be) ≤ C24H(Be)−n(n−1)/((n−d)(n−e)).

Preuve Cf théorème 12 de [17]. Schmidt utilise une récurrence sur e à j fixé en initia-
lisant à e = j grâce au théorème 5.1.1. La suite de la preuve vient essentiellement des
théorèmes 5.1.1 et 5.8 (going-up).

�
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Théorème 5.3.3. Soient d, e > 0 tels que d+ e ≤ n et 1 ≤ j ≤ t := min(d, e) vérifiant

j + n− t ≥ j(j + n− d− e).

Soit Ad un sous-espace de Gn et H ≥ 1. Alors il existe un sous-espace Be défini sur
K, de hauteur H(Be) ≤ H et vérifiant :

H(Be)ψqj (A
d, Be) ≤ C26H

1−(j+n−t)/(j(j+n−d−e)).

Corollaire 5.3.4. En plus des hypothèses du théorème, on suppose qu’il n’existe aucun
Be défini sur K tel que dimAd

⋂
Be ≥ j (en d’autres termes, on suppose qu’il n’existe

aucun Be défini sur K tel que ψj(Ad, Be) = 0). Alors il existe une infinité de sous-
espaces Be définis sur K tels que

ψqj (A
d, Be) ≤ C26H(Be)−(j+n−t)/(j(j+n−d−e)).

Preuve Cf théorème 13 de [17].
Schmidt suppose d’abord e ≤ d (de sorte que t = e). Par dualité, il suffit alors de
montrer que si d, e > 0 sont tels que d+e ≥ n, d ≤ e, et vérifient j+e ≥ j(j+d+e−n),
et que Ad est un sous-espace de Gn, alors il existe un sous-espace Be défini sur K, de
hauteur H(Be) ≤ H vérifiant

H(Be)ψqj (A
d, Be) ≤ C26H

1−(j+e)/(j(j+d+e−n)).

Dans ce cas la preuve se fait par récurrence sur j. Pour le cas j = 1 on utilise
la deuxième partie du théorème 5.2.2 (going-down). Pour la suite de la récurrence
Schmidt fait encore usage du théorème du going-down.

Dans le cas e ≥ d (on a alors t = d et d ≤ n − d), Schmidt utilise une récurrence
descendante sur e de n− d à d. Le cas e = n− d vient du cas précédent. Le passage de
e+ 1 à e vient essentiellement du théorème du going-down.

�

On rappelle que µ a été défini dans la définition 3.3.3.

Théorème 5.3.5. Soit 0 < d < n ; on pose u = min(d, n− d). Soit Ad un sous-espace
de Gn et H ≥ 1. Alors il existe des sous-espaces B1 ⊂ · · · ⊂ Bu définis sur K de
hauteur H(Bi) ≤ Hi (i = 1, . . . , u) et vérifiant

H(Bi)µq(Ad, Bi) ≤ C27H
−[d/(n−d)+(d+1)/(n−d−1)+···+(d+i−1)/(n−d−i+1)],

d’où

µq(Ad, Bi) ≤ C27H(Bi)−(n/i)[1/(n−d)+1/(n−d−1)+···+1/(n−d−i+1)] (i = 1, . . . , u).

Preuve Cf théorème 14 de [17]. Il faut essentiellement utiliser les théorèmes 5.1.1 et
5.2.3.

�

Corollaire 5.3.6. Soient d, e > 0 tels que d + e ≤ n ; on pose t = min(d, e). Soient
Ad un sous-espace de Gn et H ≥ 1. Alors il existe un sous-espace Be défini sur K de
hauteur H(Be) ≤ H et vérifiant

H(Be)(n−t)/(n−e)µq(Ad, Be) ≤ C28H
−(n−t)/(t(n−e))[d/(n−d)+···+(d+t−1)/(n−d−t+1)],

d’où
µq(Ad, Be) ≤ C28H(Be)−n(n−t)/(t(n−e))[1/(n−d)+···+1/(n−d−t+1)].
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Preuve Cf [17] (corollaire du théorème 14). �

5.4 De la qualité de ces approximations
Ce paragraphe reprend la section 13 de [17].

Théorème 5.4.1. Soient d, e > 0 tels que d + e ≤ n ; on pose t = min(d, e). Soit L
un corps de nombres contenant K tel que [L : K] = n. Dans le cas (a) on suppose
que L et toutes ses images par un K-plongement dans C sont réels, et dans le cas (b)
on suppose simplement L ⊂ C. Alors il existe un sous-espace Ad de Gn défini sur la
clôture normale de L/Q (dans C) et une constante C29 tels que pour tout Be défini sur
K

ψt(Ad, Be) ≥ C29H(Be)−n/(qt(n+t−d−e)).

Corollaire 5.4.2. Soient d, e > 0 tels que d + e ≤ n ; on pose t = min(d, e) et on
suppose

n ≥ t(t+ n− d− e). (5.16)

Soit Ad un sous-espace de Gn tel que dimAd
⋂
Be < t (ou dimAd

⋂
Be < t − 1 en

cas d’égalité dans (5.16)) pour tout Be défini sur K. Alors il existe une infinité de
sous-espaces Be définis sur K vérifiant

ψt(Ad, Be) ≤ C26H(Be)−n/(qt(n+t−d−e)).

L’exposant −n/(qt(n + t − d − e)) est le meilleur possible. (cf l’inégalité du corollaire
du théorème 5.3.3 avec j = t). C’est un problème ouvert de déterminer le meilleur
exposant possible dans ce corollaire lorsque la condition (3.3.3) n’est pas vérifiée.

Preuve Cf théorème 15 de [17]. �

Théorème 5.4.3. Etant donné un réel α, on note {α} l’entier vérifiant α ≤ {α} <
α+ 1.
Soient d, e > 0 tels que d+ e ≤ n. On pose

m := {(e(n− e) + 1)/(n+ 1− d− e)}.

Soit L un corps de nombres contenant K de degré [L : K] =: l ≥ m, tel que L soit réel
dans le cas (a) et complexe dans le cas (b) (cf début de la partie 5). Alors il existe un
sous-espace Ad de Gn défini sur L tels que pour tout Be défini sur K on ait

µq(Ad, Be) ≥ C40H(Be)−l,

où C40 = C40(n, d, e,K,L,Ad).

Corollaire 5.4.4. Soient n, d, e,m vérifiant les hypothèses du théorème. Alors il existe
un sous-espace Ad de Gn tel que pour tout Be sur K on ait µq(Ad, Be) ≥ C41H(Be)−m.

Corollaire 5.4.5. Soient n, d, e,m vérifiant les hypothèses du théorème et 1 ≤ i ≤ t :=
min(d, e). Alors il existe un sous-espace Ad de Gn tel que pour tout Be défini sur K
on ait

ψqi (A
d, Be) ≥ C42H(Be)−m/i.

Preuve Cf théorème 16 de [17] (preuve assez longue et technique). �
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6 Approximation diophantienne et géométrie para-
métrique des nombres

L’idée de la géométrie paramétrique des nombres développée par Schmidt et Sum-
merer dans [18] et [19] est d’étudier la suite des minima successifs d’une famille de corps
convexes paramétrée par un réel Q > 1 pour un réseau fixé construit à partir d’un vec-
teur u = (1, ξ1, . . . , ξn−1) ∈ Rn dont les coordonnées sont linéairement indépendantes
sur Q. Le log en base Q de ces minima est intimement lié à des exposants classiques
d’approximation diophantienne (approximations rationnelles simultanées notamment).
Les deux paragraphes suivants explicitent les correspondances entre ces deux sortes
d’exposants.

6.1 Exposants d’approximation classiques
Soit n ≥ 2. On fixe des réels ξ1, . . . , ξn−1 tels que 1, ξ1, . . . ξn−1 soient linéairement

indépendants sur Q. Dans le cadre d’approximations rationnelles on peut considérer
pour Q > 1 deux problèmes duaux :

Problème E(approximation rationnelle simultanée)
On cherche les solutions (x, y1, . . . , yn−1) ∈ Zn non nulles du système

|x| ≤ Q
|ξjx− yj | ≤ Q−η j = 1, . . . , n− 1.

Problème E∗
On cherche les solutions (x, y1, . . . , yn−1) ∈ Zn non nulles du système

∣∣x− n−1∑
j=1

ξjyj
∣∣ ≤ Q−η

|yj | ≤ Q j = 1, . . . , n− 1.

Pour η = 1/(n−1), le théorème de Dirichlet sur les approximations simultanées (qui
peut être aisément prouvé à l’aide du premier théorème de Minkowki) nous assure que
le problème E possède toujours une solution non nulle, tandis que pour le problème
E∗ avec η = n − 1, c’est un théorème de Dirichlet sur les formes linéaires (dont la
démonstration se résume aussi essentiellement au premier théorème de Minkowki) qui
fournit l’existence d’une solution non triviale.
On peut alors définir des exposants d’approximation classiques étudiés notamment par
Khinchin [7], [8], Jarník [6],... et plus récemment par Roy [13], Bugeaud et Laurent [2],
[3] :

Définition 6.1.1. On définit ω (resp. ω̂) comme étant la borne supérieure de l’en-
semble des nombres η tels que le problème E possède une solution non triviale
(x, y1, . . . , yn−1) ∈ Z pour des Q arbitrairement grands (resp. pour tout Q assez grand).

Définition 6.1.2. On définit ω∗ (resp. ω̂∗) comme étant la borne supérieure de
l’ensemble des nombres η tels que le problème E∗ possède une solution non triviale
(x, y1, . . . , yn−1) ∈ Z pour des Q arbitrairement grands (resp. pour tout Q assez grand).

On peut alors établir un certain nombre de résultats et d’inégalités qui décrivent le
comportement de ces exposants.

55



Anthony Poels Mémoire de M2

6.2 Approche du problème d’approximation simultanée par la
géométrie paramétrique des nombres

On conserve les notations du paragraphe précédent pour n et ξ1, . . . , ξn.
Schmidt et Summerer ont développé de nouveaux outils pour aborder le problème
précédent [18].

Problème E
Pour Q > 1 on définit l’application linéaire TQ : Rn → Rn par TQ(p1, . . . , pn) =
(Qp1, Q

−1/(n−1)p2, . . . , Q
−1/(n−1)pn). On note C la boule unité pour la norme

||(p1, . . . , pn)||∞ = max
1≤i≤n

|pi| et Λ = Λ(ξ) le réseau des points de la forme

(x, ξ1x − y1, . . . , ξn−1x − yn−1) avec (x, y1, . . . , yn−1) ∈ Z. On considère alors les
minima successifs λ1(Q) ≤ · · · ≤ λn(Q) de Λ pour C(Q) := TQ(C).
Le théorème de Dirichlet sur les approximations simultanées implique λ1(Q) ≤ 1.

Problème E∗
Pour Q > 1 on définit l’application linéaire T ∗Q : Rn → Rn par T ∗Q(p1, . . . , pn) =
(Q−1p1, Q

1/(n−1)p2, . . . , Q
1/(n−1)pn) (remarque : T ∗Q = T−1

Q avec les notations pré-
cédentes). Rappelons que C∗, le polaire de C, est la boule unité pour la norme
||(p1, . . . , pn)||1 =

∑n
i=1 |pi|. Un petit calcul montre que le réseau dual du réseau Λ

est le réseau Λ∗ = Λ∗(ξ) des points de la forme (x −
∑n−1
i=1 ξiyi, y1, . . . , yn−1) avec

(x, y1, . . . , yn−1) ∈ Z. On considère alors les minima successifs λ∗1(Q) ≤ · · · ≤ λ∗n(Q)
de Λ∗ pour C∗(Q) := T ∗Q(C). On s’intéresse également aux minima successifs
ν1(Q) ≤ · · · ≤ νn(Q) du réseau Λ∗ pour C(Q).
Le théorème de Dirichlet sur les formes linéaires implique ν1(Q) ≤ 1 et l’inclusion
C∗ ⊂ C ⊂ nC∗ montre que νi(Q) ≤ λ∗i (Q) ≤ nνi(Q) (i = 1, . . . , n). L’inégalité de
Mahler (combinée avec l’inégalité précédente) montre aussi qu’il existe des constantes
c0, c1 > 0 indépendantes de Q telles que

c0 ≤ λi(Q)νn+1−i(Q) ≤ c1 i = 1, . . . , n.

Notons que pour tout i, λi(Q), λ∗i (Q) et νi(Q) sont des fonctions continues de Q.
Schmidt et Summerer montrent également que l’indépendance sur Q de 1, ξ1, . . . , ξn−1
assure que pour 1 ≤ s < n fixé, il existe Q,Q′ et Q′′ arbitrairement grands tels que
λs(Q) = λs+1(Q), λ∗s(Q′) = λ∗s+1(Q′) et νs(Q′′) = νs+1(Q′′).

A l’aide du second théorème de Minkowki, Schmidt et Summerer montrent une
autre propriété intéressante qui motive la définition 6.2.1 : il existe des constantes c2,
c3 > 0 indépendantes de Q telles que pour tout Q

c2Q
−1 ≤ λ1(Q) ≤ λn(Q) ≤ c3Q

n−1

c2Q
−1/(n−1) ≤ ν1(Q) ≤ νn(Q) ≤ c3Q.

Définition 6.2.1. Pour 1 ≤ i ≤ n et Q > 1 on pose ψi(Q) := log(λi(Q))/ logQ, de
sorte que

λi(Q) = Qψi(Q).

On pose également

ψi := lim sup
Q→∞

ψi(Q) et ψ
i

:= lim inf
Q→∞

ψi(Q).
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Le travail de Schmidt et Summerer dans [18] et [19] et l’enjeu de la géométrie
paramétrique des nombres consistent à étudier finement le comportement de fonctions
similaires aux fonctions ψi. Le théorème suivant fait le lien entre ces exposants et ceux
définis dans le paragraphe précédent.

Théorème 6.2.2. On a les formules

(ω + 1)(1 + ψ1) = (ω̂ + 1)(1 + ψ1) = n

n− 1 ,

et
(ω∗ + 1)( 1

n− 1 − ψn) = (ω̂∗ + 1)( 1
n− 1 − ψn) = n

n− 1 .

Ainsi, ω (resp. ω̂, ω∗, ω̂∗) détermine entièrement ψ1 (resp. ψ1, ψn, ψn) et réciproque-
ment. Ces formules permettent en outre de traduire certaines des inégalités que l’on
obtiendra (celles faisant intervenir ces exposants) en des inégalités faisant intervenir les
exposants classiques. En fait, on peut aussi traduire en termes d’exposants "classiques"
toute équation faisant intervenir les ψ

j
, ψj grâce à la propriété 8.2.2.

Ainsi, avec ce nouvel outil d’étude, Schmidt et Summerer redémontrent beaucoup de
résultats classiques : le principe de transfert de Khinchin [7], [8], les identités de Jarník
[6], le raffinement de Laurent des relations de Khinchin et d’autres résultats récents de
Bugeaud, Laurent et Moshchevitin [4], [12], [9], ainsi que de nouvelles inégalités.

7 Une conjecture résolue par Roy
Dans [19] Schmidt et Summerer montrent que le n-uplet des minima successifs

d’une famille de corps convexes symétriques par rapport à un certain réseau Λ(u)
(avec u ∈ Rn) peut être approximé par une fonction d’une certaine classe. Les auteurs
conjecturent que réciproquement, à toute fonction de cette classe correspondrait un
vecteur u de sorte qu’elle approcherait les minima successifs associés au réseau Λ(u)
et à la famille de corps convexes paramétrés. Roy démontre dans un article récent
[14] cette conjecture en simplifiant la classe de fonctions considérée. Le but de cette
partie est d’introduire cette nouvelle classe de fonctions utilisée par Roy et de présenter
la structure de sa preuve permettant de résoudre le problème posé par Schmidt et
Summerer.

7.1 Définitions et formulation du problème
Soit n ≥ 2 un entier. La lettre q désignera toujours un réel ≥ 0. Pour tous vecteurs

x,y ∈ Rn on notera x ·y = 〈x,y〉 le produit scalaire de x avec y. On fixe u un vecteur
unitaire de Rn. On pose alors

Cu(eq) := {x ∈ Rn ; ||x|| ≤ 1, |x · u| ≤ e−q}.

Pour j = 1, . . . , n, on note Lu,j(q) le plus petit des nombres réels L ≥ 0 tels que eLCu(eq)
contienne au moins j vecteurs linéairement indépendants de Zn. Plus classiquement,
Lu,j(q) = log λj(Cu(eq),Zn) (cf partie 2.4). On regroupe ces minima successifs en une
unique fonction Lu : [0,+∞[→ Rn en posant

Lu(q) = (Lu,1(q), . . . ,Lu,n(q)).

Il y a quelques différences mineures entre cette fonction et celle qu’étudient Schmidt
et Summerer dans leurs articles, puisque ces derniers considèrent plutôt la famille de
corps convexes définis dans la partie précédente et le réseau Λ(ξ) plutôt que Zn.
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Cependant on peut établir des propriétés similaires dans les deux cas.

On pose
∆n := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn ; x1 ≤ · · · ≤ xn}

et
Φn : Rn → ∆n

l’application continue qui réarrange les coordonnées d’un vecteur dans l’ordre croissant.
On définit le graphe combiné d’un ensemble de fonctions à valeurs réelles définies

sur un intervalle I comme étant l’union de leur graphe dans I × R. Pour une fonction
P : [c,+∞[→ ∆n et un sous-intervalle I ⊂ [c,+∞[, on définit également le graphe
combiné de P sur I comme étant le graphe combiné de ses composantes P1, . . . , Pn
restreintes à I.
Remarquons que si P est continue et que l’ensemble des réels q ≥ c tels que
P1(q), . . . , Pn(q) ne soient pas tous distincts est discret, alors l’application P est
uniquement déterminée par son graphe combiné sur [c,+∞[.

On peut alors introduire l’objet combinatoire de base de Roy.

Définition 7.1.1. Soit δ ∈]0,+∞[ et s ∈ N∗ ∪ {∞}. On appelle canevas de maille δ
et cardinal s dans Rn la donnée d’une suite (a(i))0≤i<s de vecteurs de ∆n et de deux
suites de s entiers (ki)0≤i<s et (li)0≤i<s vérifiant pour tout 0 ≤ i < s les conditions
suivantes :

(C1) les coordonnées (a(i)
1 , . . . , a

(i)
n ) de a(i) forment une suite strictement croissante

de multiples entiers de δ > 0 (i.e. de la forme nδ, n ∈ N∗).
(C2) on a 1 ≤ k0 ≤ l0 = n et 1 ≤ ki < li ≤ n si i ≥ 1.
(C3) si i+ 1 < s alors ki ≤ li+1, a(i)

li+1
+ δ ≤ a(i+1)

li+1
et

(a(i)
1 , . . . , â

(i)
ki
, . . . , a(i)

n ) = (a(i+1)
1 , . . . , â

(i+1)
li+1

, . . . , a(i+1)
n ),

où le chapeau sur une coordonnée indique qu’elle a été omise.
Dans le cas où s <∞, on pose ls := n et on définit

a(s) = (a(s)
1 , . . . , a

(s)
n−1,∞) ∈ Rn−1 × {∞},

de telle sorte que la condition (C3) soit vérifiée pour i = s− 1.

Ainsi dans une telle suite (a(i))0≤i<s, chaque vecteur a(i+1) (avec i ≤ s − 1) est
obtenu à partir du vecteur précédent a(i) en remplaçant l’une de ses coordonnées par
un multiple de δ strictement plus grand, différent de toutes les autres coordonnées de
a(i) et en réordonnant dans l’ordre croissant les coordonnées du nouveau n-uplet ainsi
obtenu. En particulier, la suite de ces vecteurs a(i) détermine entièrement la suite des
entiers (ki)0≤i<s et (li)0≤i<s.
La condition (C2) sera illustrée ci-dessous juste avant l’énoncé du théorème 7.1.3.

Définition 7.1.2 (n-système rigide de maille δ). A chaque canevas de maille δ > 0
défini comme dans la définition 7.1.1, on associe une fonction P : [q0,+∞[→ ∆n définie
par

P(q) = Φn
(
a

(i)
1 , . . . , â

(i)
ki
, . . . , a(i)

n , a
(i)
ki

+ q − qi
)

(0 ≤ i < s, qi ≤ q < qi+1),

où on a posé qi := a
(i)
1 + · · · + a

(i)
n (0 ≤ i < s) et qs = ∞ si s < ∞. On dit que cette

fonction est un n-système rigide de maille δ et que (qi)0≤i<s est la suite de ses nombres
de transition (en anglais : switch numbers).
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Puisque a(i)
ki

+ qi+1 − qi = a
(i+1)
li+1

pour i+ 1 < s, une telle fonction P est continue.
Son graphe combiné sur l’intervalle [qi, qi+1[ (avec 0 ≤ i < s) consiste en n−1 segments
horizontaux (semi-ouverts) et un segment de pente 1 (semi-ouvert). Leurs extrémités
gauches sont les points (qi, a(i)

j ) (1 ≤ j ≤ n) et leurs extrémités droites sont les points
(qi+1, a

(i+1)
j ) (1 ≤ j ≤ n). La figure suivante issue de [14] montre le graphe combiné d’un

5-système rigide de maille 1 attaché au canevas {(1, 2, 4, 5, 8), (1, 2, 4, 7, 8), (1, 4, 5, 7, 8)}
de cardinal s = 3 avec k2 = 1.

Figure 1 – Graphe combiné d’un 5-système rigide

La condition (C2) imposée sur le canevas traduit le fait que pour tout indice i
(1 ≤ i < s) la droite qui contient le segment de pente 1 sur [qi, qi+1[ se situe à droite
de la droite contenant le segment de pente 1 de l’intervalle précédent [qi−1, qi[.

Le théorème principal de [14] (qui prouve la conjecture de Schmidt et Summerer)
est le suivant.

Théorème 7.1.3 (Roy, 2014).
Soit n ≥ 2 un entier et soit δ ∈]0,+∞[. Pour tout vecteur unitaire u ∈ Rn il existe un
n-système rigide P : [q0,∞[→ ∆n de maille δ tel que Lu − P soit bornée sur [q0,∞[.
Réciproquement, pour tout n-système rigide P : [q0,∞[→ ∆n de maille δ, il existe un
vecteur unitaire u ∈ Rn tel que Lu −P soit bornée sur [q0,∞[.

7.2 Liens avec les exposants "classiques" d’approximation
Nous allons de nouveau établir les liens entre les exposants précédemment définis et

les exposants plus "classiques" qu’on peut associer à un vecteur u de Rn et qui mesurent
la qualité d’approximation de u par des sous-espaces définis sur Q de dimension d (voir
[4], [9], [17]). Comme Roy dans [14] nous nous restreignons ici à deux cas en particulier.
Le corollaire 7.2.4 donne une première application intéressante du théorème 7.1.3.
Dans le cas d = n− 1 :

Définition 7.2.1. On note τ(u) (resp. τ̂(u)) la borne supérieure des réels τ > 0 tels
que le système d’inégalités

||x|| ≤ X et |x · u| ≤ X−τ

possède des solutions x ∈ Zn non nulles pour des valeurs arbitrairement grandes de X
(resp. pour tout X assez grand).
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Dans le cas d = 1 :

Définition 7.2.2. On note λ(u) (resp. λ̂(u)) la borne supérieure des réels λ > 0 tels
que le système d’inégalités

||x|| ≤ X et ||x ∧ u|| ≤ X−λ

possède des solutions x ∈ Zn non nulles pour des valeurs arbitrairement grandes de X
(resp. pour tout X assez grand), où on a identifié

∧2 Rn à l’espace euclidien RN (avec
N =

(
n
2
)
) comme dans la partie 2.2.

La proposition qui suit explicite la correspondance entre ces deux définitions et les
définitions 6.1.1 et 6.1.2. Nous en proposons une démonstration personnelle.

Proposition 7.2.3. Soit u := (1, ξ1, . . . , ξn−1) ∈ Rn dont on suppose les coordonnées
linéairement indépendantes sur Q. Alors

(ω, ω̂, ω∗, ω̂∗) =
(
λ(u), λ̂(u), τ(u), τ̂(u)

)
,

où ω, ω̂, ω∗, ω̂∗ sont les constantes des définitions 6.1.1 et 6.1.2.

Preuve Revenons aux définitions 6.1.1 et 6.1.2.
Remarquons que l’ensemble des η > 0 tels que le problème E (resp. E∗) possède une
solution non triviale dans Zn pour des Q arbitrairement grands est un intervalle. Il en
va de même lorsque l’on impose que cela soit vrai pour tout Q assez grand.
Montrons pour commencer que ω∗ = τ(u).
Fixons maintenant η < ω∗ et ε > 0 tel que η+ ε < ω∗. Alors il existe des Q arbitraire-
ment grands tels qu’il existe (x, y1, . . . , yn−1) ∈ Zn non nul vérifiant

∣∣x− n−1∑
j=1

ξjyj
∣∣ ≤ Q−η−ε et |yj | ≤ Q (j = 1, . . . , n− 1).

On pose x := (−x, y1, . . . , yn−1). On a alors ||x|| ≤ c1Q où c1 = c1(n, ξ) ne dépend que
de n, ξ1, . . . , ξn−1 mais pas de Q, et

|x · u| =
∣∣x− n−1∑

j=1
ξjyj

∣∣ ≤ Q−η−ε ≤ (c1Q)−η

pour Q assez grand. On en déduit que η ≤ τ(u), et par suite que ω∗ ≤ τ(u).
Réciproquement, si τ < τ(u), alors une solution x = (−x, y1, . . . , yn−1) du système

||x|| ≤ X et |x · u| ≤ X−τ

fournit directement une solution (x, y1, . . . , yn−1) du problème E∗ avec Q = X et
η = τ . Donc τ ≤ ω∗ et par suite τ(u) = ω∗.
Un raisonnement analogue permet de montrer que τ̂(u) = ω̂∗.

Montrons maintenant que ω = λ(u) et ω̂ = λ̂(u).
L’idée est la même que précédemment, nous allons un peu plus vite pour traiter les
deux cas ensemble. Soit x = (x, y1, . . . , yn−1) ∈ Zn. Commençons par remarquer que
les coordonnées du vecteurs x ∧ u sont les mineurs d’ordre 2 de la matrice dont la
première ligne est x et la deuxième est u ; ce sont donc les réels de la forme xξi − yi
(i = 1, . . . , n− 1) et yiξj − yjξi (1 ≤ i < j ≤ n− 1).
Si x = (x, y1, . . . , yn−1) vérifie les inégalités

||x|| ≤ X et ||x ∧ u|| ≤ X−λ
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pour X ≥ 1 et λ > 0, alors en particulier x est solution du problème E avec Q = X et
η = λ puisque |x| ≤ ||x|| ≤ X et |ξjx− yj | ≤ ||x ∧ u|| ≤ X−λ (j = 1, . . . , n− 1). Cela
implique ω ≥ λ(u) et ω̂ ≥ λ̂(u).
Supposons maintenant que x est une solution non nulle du problème E avec Q ≥ 1 et
η + ε (avec η, ε > 0 ; en particulier x 6= 0). Alors

||x|| ≤ c2Q

où c2 = c2(n, ξ) est une constante qui ne dépend que de n, ξ1, . . . , ξn−1 mais pas de Q.
Par ailleurs puisque pour 1 ≤ i < j ≤ n− 1 on a

|yiξj − yjξi| =
∣∣yi
x

(xξj − yj)−
yj
x

(xξi − yi)
∣∣

≤ c3Q
−η−ε

où c3 = c3(n, ξ) ne dépend que de n, ξ1, . . . ξn−1 et pas de Q, et que pour 1 ≤ i ≤ n− 1
on a aussi

|ξix− yi| ≤ Q−η−ε,

on en déduit finalement
||x ∧ u|| ≤ c4Q

−η−ε

avec c4 = c4(n, ξ) constante qui ne dépend que de n, ξ1, . . . , ξn−1 et pas de Q. En
particulier, si Q est assez grand on a

||x ∧ u|| ≤ (c2Q)−η.

En résumé, cela implique que x vérifie les inégalités

||x|| ≤ X et ||x ∧ u|| ≤ X−η

où on a posé X := c2Q. Cela implique que ω ≤ λ(u) et ω̂ ≤ λ̂(u), d’où l’égalité.
�

On peut alors établir un premier corollaire du théorème 7.1.3.

Corollaire 7.2.4. Soit n ≥ 2 un entier et δ > 0. L’application θ : R4 → R4 définie
par

θ(τ, τ̂ , λ̂, λ)→
( 1
τ + 1 ,

1
τ̂ + 1 ,

λ̂

λ̂+ 1
,

λ

λ+ 1

)
établit une bijection entre l’ensemble des quadruplets

(
τ(u), τ̂(u), λ̂(u), λ(u)

)
où u par-

court l’ensemble des vecteurs unitaires de Rn dont les coordonnées sont linéairement
indépendantes sur Q, et l’ensemble des quadruplets de la forme(

lim inf
q→∞

P1(q)
q

, lim sup
q→∞

P1(q)
q

, lim inf
q→∞

Pn(q)
q

, lim sup
q→∞

Pn(q)
q

)
où P = (P1, . . . , Pn) parcourt l’ensemble des n-systèmes rigides de maille δ pour lesquels
P1 n’est pas borné.

Preuve Dans [19] Schmidt et Summerer montrent que si u est un vecteur non nul dont
les coordonnées sont Q-linéairement indépendantes, alors on a( 1

τ(u) + 1 ,
1

τ̂(u) + 1 ,
λ̂(u)

λ̂(u) + 1
,

λ(u)
λ(u) + 1

)
=(

lim inf
q→∞

Lu,1(q)
q

, lim sup
q→∞

Lu,1(q)
q

, lim inf
q→∞

Lu,n(q)
q

, lim sup
q→∞

Lu,n(q)
q

)
.
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La conclusion est immédiate avec le théorème de Roy puisque si P = (P1, . . . , Pn) est
un n-système rigide de maille δ tel que la différence Lu −P soit bornée, alors

lim inf
q→∞

P1(q)
q

= lim inf
q→∞

Lu,1(q)
q

,

et on a des inégalités similaires pour les autres composantes. Cf également la remarque
ci-dessous.

�

Remarque : Si u est un vecteur unitaire de Rn et P = (P1, . . . , Pn) un n-système
rigide de maille δ tel que Lu−P soit bornée, alors les coordonnées de u sont linéairement
indépendantes si et seulement si P1 n’est pas bornée.

7.3 La théorie de Schmidt et Summerer
Nous reprenons ici la partie 2 de l’article de Roy [14] qui reprend elle-même les

résultats de Schmidt et Summerer [19] dans un langage un peu adapté. Nous ne don-
nerons pas la preuve des résultats énoncés. L’une des définitions les plus importantes
est celle de (n, γ)-système (cf définition 7.3.7) et le théorème principal de cette partie
est le théorème 7.3.8 qui affirme que toute fonction Lu peut être approchée à une
différence bornée près par un (n, γ)-système. Il est à noter aussi l’importance du lemme
7.3.9 qui décrit les n-systèmes rigides de maille δ comme un sous-ensemble particulier
des (n, 0)-systèmes. Dans les deux premiers paragraphes 7.3.1 et 7.3.2 on introduit
les définitions de base et les premières propriétés sur les familles de corps convexes
paramétrés dans un cadre assez général. Le paragraphe 7.3.3 spécifie ces résultats pour
la famille principale qui nous intéressera (famille de corps convexes de Rn). Dans le
paragraphe 7.3.4 nous étudions des familles de corps convexes pseudo-composés (dans∧k Rn) dont les propriétés seront importantes pour la construction d’un (n, γ)-système
convenable vérifant le théorème 7.3.8.

Le lecteur est invité à lire la partie 2.4 où il trouvera des rappels de géométrie
des nombres (définition d’un corps convexe, des minima successifs etc). Dans cette
partie, V désignera un espace vectoriel euclidien de dimension finie N ≥ 1. Un réseau
Λ de V désignera un sous-groupe discret de V de rang N (attention, dans la définition
proposée dans la partie 2.4, un réseau n’était pas forcément de rang maximal, ce
qu’on suppose dorénavant). Supposons que C soit un corps convexe symétrique et Λ un
réseau de V . Pour simplifier on notera λ1(C) ≤ · · · ≤ λn(C) les minima successifs de Λ
pour C (Λ n’apparaît pas dans cette notation mais il n’y aura pas d’ambiguïté sur le
réseau dans le contexte où on utilisera cette notation). Pour chaque x ∈ V , on définit
λx(C) = jC(x) où jC est la jauge de C. Autrement dit, c’est le plus petit réel λ ≥ 0
tel que x ∈ λC. On le notera aussi parfois λ(x, C). On sait qu’il existe (x1, . . . ,xn) des
vecteurs linéairement indépendants de Λ tels que λ(xj , C) = λj(C).

7.3.1 Une famille générale de corps convexes

Soit V défini comme au-dessus et Λ un réseau de V qu’on suppose de covolume égal
à 1. On suppose que V = U

⊥
⊕W avec K := dim(W ) > 0, et on note N := dim(V ). On

considère alors la famille de corps convexes

C(Q) := {x ∈ V ; ||x|| ≤ 1 et ||projW (x)|| ≤ Q−1} (Q ≥ 1),
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où projW est la projection orthogonale sur W . Pour chaque j = 1, . . . , N on définit
alors une fonction Lj : [0,∞[→ R par

Lj(q) := log λj(C(eq)) (q ≥ 0).

On a clairement L1(q) ≤ · · · ≤ LN (q) pour tout q ≥ 0 ; on regroupe alors ces fonctions
en une unique application L : [0,∞[→ ∆N en posant

L(q) := (L1(q), . . . , LN (q)) (q ≥ 0).

Le second théorème de Minkowski permet de démontrer le résultat suivant :

Lemme 7.3.1. Pour tout q ≥ 0 on a∣∣L1(q) + · · ·+ LN (q)−Kq
∣∣ ≤ N log(N).

Preuve Cf [14], Lemme 2.1.
�

Nous utiliserons ces résultats généraux dans l’espace euclidien Rn mais également dans
des espaces de la forme

∧(p) Rn (avec des corps convexes composés).

7.3.2 Trajectoires de points et graphes combinés

On garde les notations du paragraphe précédent. Pour tout x ∈ V et pour tout
Q ≥ 1, on a

λx(C(Q)) = λ(x, C(Q)) = max{||x||, Q||projW (x)||}.
Si x 6= 0 ce nombre est strictement supérieur à 0 et on a alors (en posant log(0) := −∞)

Lx(q) := log λx(C(eq)) = max{log ||x||, q + log ||projW (x)||} (q ≥ 0). (7.1)
En particulier, c’est une fonction continue, affine par morceaux. Si projW (x) = 0, Lx
est constante égale à log ||x||, sinon elle a pente 0 puis 1. Notons aussi que si x et y sont
deux vecteurs non nuls de V linéairement dépendants, alors Lx−Ly est constante. En
particulier, elles ont la même dérivée aux points q > 0 en lesquels elles sont dérivables.

Définition 7.3.2. Si x est un vecteur non nul de V , le graphe de la fonction Lx est
appelé la trajectoire de x.

Explicitement, la trajectoire de x est l’ensemble {(q, Lx(q)) ; q ≥ 0}. Remarquons
qu’on a l’inclusion

{(q, Lj(q)) ; q ≥ 0, 1 ≤ j ≤ N} ⊂ {(q, Lx(q)) ; q ≥ 0, x ∈ Λ \ {0}},

ce qui signifie en d’autres termes que le graphe combiné de L1, . . . , Ln est contenu dans
le graphe combiné des fonctions Lx avec x ∈ Λ \ {0}, i.e. l’union des trajectoires de ces
vecteurs. On peut déjà remarquer que

L1(q) = inf{Lx(q) ; x ∈ Λ \ {0}} (q ≥ 0).

Le lemme suivant dû à Schmidt et Summerer donne une première propriété fondamen-
tale.

Lemme 7.3.3. Les fonctions L1, . . . , LN sont continues, affines par morceaux avec
pente 0 et 1. En tout point q > 0 en lequel L1 change de pente 1 à 0 on a L1(q) = L2(q).

Preuve Cf [14].
�
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7.3.3 La famille principale de corps convexes

Soit n ≥ 2 un entier et u un vecteur unitaire de Rn. On applique les résultats
précédents avec Rn = U

⊥
⊕W où W := Vect(u) et U := W⊥ = {x ∈ Rn ; x ·u = 0}, en

utilisant le réseau Λ := Zn. Dans ce cas, puisque pour tout x ∈ Rn on a ||projW (x)|| =
|x · u|, cela donne la famille de corps convexes

Cu(Q) := {x ∈ Rn ; ||x|| ≤ 1 et |x · u| ≤ Q−1} (Q ≥ 1),

et son application associée Lu = (Lu,1, . . . , Lu,n) : [0,∞[→ ∆n où Lu,j :=
log λj(Cu(eq)). Par les lemmes précédents, les fonctions Lu,j sont continues, affines
par morceaux avec pentes 0 et 1 et satisfont à l’inégalité∣∣Lu,1(q) + · · ·+ Lu,n(q)− q

∣∣ ≤ n log(n) (q ≥ 0). (7.2)

En particulier ce sont des fonctions croissantes. Par (7.1), la trajectoire d’un vecteur
x ∈ Zn non nul pour cette famille de corps convexes Cu est le graphe de la fonction
Lx : [0,∞[→ R donnée par

Lx(q) = L(x, q) := max{log ||x||, q + log |x · u|} (q ≥ 0). (7.3)

De manière équivalente, on peut noter que λ(x, Cu(Q)) = max{||x||, Q|x ·u|} (Q ≥ 1).

7.3.4 Familles de corps convexes pseudo-composés

On utilise ici certaines notations et résultats de la partie 2.4.
Soit u et U définis comme dans le paragraphe précédent. On fixe un entier k ∈ {1, . . . , n}
et on munit l’espace vectoriel V :=

∧k Rn de l’unique structure euclidienne telle que
pour toute base orthonormée (e1, . . . , en) de Rn, les produits extérieurs ej1 ∧ · · · ∧ ejk

avec 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n forment une base orthonormale de
∧k Rn. On définit aussi

Λ := (Zn)(k) (avec les notations de la partie 2.4) le réseau de covolume 1 engendré
par les produits extérieurs de la forme x1 ∧ · · · ∧ xk avec x1, . . . ,xk ∈ Zn. On a une
décomposition en somme directe orthogonale :∧kRn = Uk

⊥
⊕Wk,

où Uk = U (k) =
∧k

U et Wk =
∧k−1

U ∧Vect(u). On pose alors

N := dimV =
(
n

k

)
et K := dim(Wk) =

(
n− 1
k − 1

)
,

et pour Q ≥ 1 on définit

C[k]
u (Q) := {ω ∈

∧kRn ; ||ω|| ≤ 1 et ||projWk
(ω)|| ≤ Q−1}.

On note L(k)
u = (L(k)

u,1, . . . , L
(k)
u,N ) : [0,∞[→ ∆N l’application associée donnée par

L
(k)
u,j(q) = log λj(C[k]

u (eq)) (q ≥ 0, 1 ≤ j ≤ N).

Par les lemmes 7.3.1 et 7.3.3, ces fonctions sont continues, affines par morceaux de
pentes 0 et 1, et satisfont l’inégalité :∣∣L(k)

u,1(q) + · · ·+ L
(k)
u,N (q)−Kq

∣∣ ≤ N log(N) (q ≥ 0). (7.4)

De plus on a L(k)
u,1(q) = L

(k)
u,2(q) en tout point q > 0 tel que L(k)

u,1(q) passe de pente de 1
à 0.
Quand k = 1 on a

∧1 Rn = Rn et L(1)
u = Lu. Dans le cas général, on utilise C[k]

u (Q)
comme approximation du corps convexe composé k-ème Cu(Q)(k) de Cu(Q) (cf partie
2.4). Le lemme suivant montre Cu(Q)(k) ⊂ kC[k]

u (Q).
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Lemme 7.3.4. Soit Q ≥ 1 et x1, . . . ,xk ∈ Cu(Q). Alors x1 ∧ · · · ∧ xk ∈ kC[k]
u (Q).

Preuve Cf [14], Lemme 2.3.
�

D’après (7.1), la trajectoire d’un vecteur non nul ω ∈
∧k Zn pour la famille de corps

convexes C[k]
u (Q) est le graphe de la fonction Lω : [0,∞[→ R donnée par

Lω(q) = L(ω, q) := max{log ||ω||, q + log ||projWk
(ω)||} (q ≥ 0). (7.5)

Le lemme suivant est presque une conséquence directe - les constantes mises en jeu
étant un peu différentes - du théorème 2.4.9.

Lemme 7.3.5. Soit q ≥ 0. On note (S(k)
u,1(q), . . . , S(k)

u,N (q)) la suite de toutes les sommes
de la forme Lu,j1(q) + · · · + Lu,jk

(q) avec 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n rangées dans l’ordre
croissant. Alors on a

− log(n) ≤ S(k)
u,j(q)− L

(k)
u,j(q) ≤ 2nn log(n) (q ≥ 0, 1 ≤ j ≤ N).

Preuve Cf [14], Lemme 2.6.
�

On pourra retenir notamment les conséquences suivantes :

Lemme 7.3.6. On pose c1 := 2nn log(n). Alors pour tout q ≥ 0 on a

(i) |L(k)
u,1(q)− Lu,1(q)− · · · − Lu,k(q)| ≤ c1,

(ii) |L(k)
u,2(q)− Lu,1(q)− · · · − Lu,k−1(q)− Lu,k+1(q)| ≤ c1 si 1 < k < n,

(iii) |L(n−1)
u,j (q) + Lu,n+1−j(q)− q| ≤ c1 + n log(n) pour (j = 1, . . . , n).

Preuve Cela découle directement du lemme précédent et de l’inégalité (7.2).
�

7.3.5 Le théorème d’approximation de Schmidt et Summerer

La définition qui suit est issue de [19] et reformulée par Roy pour l’adapter à son
contexte. C’est cette dernière que nous présentons.

Définition 7.3.7. Soit γ, q0 ≥ 0. Un (n, γ)-système sur l’intervalle [q0,∞[ est une
fonction P = (P1, . . . , Pn) : [q0,∞[→ Rn vérifiant les cinq conditions suivantes :

(S1) −γ ≤ Pj(q) ≤ Pj+1(q) + γ (1 ≤ j < n, q0 ≤ q).
(S2) Pj(q1) ≤ Pj(q2) + γ (1 ≤ j ≤ n, q0 ≤ q1 ≤ q2).
(S3) La fonctionMj := P1 + · · ·+Pj : [q0,∞[→ R est continue, affine par morceaux

de pentes 0 et 1 (pour j = 1, . . . , n).
(S4) Mn(q) = q (q0 ≤ q).
(S5) Si pour un certain j ∈ {1, . . . , n− 1} la fonction Mj passe d’une pente 1 à une

pente 0 au point q > q0 alors Pj+1(q) ≤ Pj(q) + γ.

Remarque : Les (n, 0)-systèmes ont des propriétés beaucoup plus simples et agréables
que les (n, γ)-sytèmes généraux. Remarquons aussi que si P est un (n, γ)-système sur
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[q0,∞[ alors pour tout δ > 0 la fonction q 7→ δ−1P(δq) est un (n, γ/δ)-système sur
[q0/δ,∞[.

Le résultat suivant est issu de [19] ; nous donnons la version reformulée de Roy. Il
montre l’importance de la notion de (n, γ)-système.

Théorème 7.3.8 (Schmidt-Summerer, 2013). Soit γ := 6n2n log(n). Alors pour tout
u vecteur unitaire de Rn il existe un (n, γ)-système P : [0,∞[→ Rn tel que

sup
q≥0
||P(q)− Lu(q)||∞ ≤ γ.

Preuve Nous ne donnons ici que la construction du (n, γ)-système qui convient, le
lecteur est renvoyé à [14] (théorème 2.9) pour les détails.
On pose M0 := 0 et Mk := L

(k)
u,1 pour k = 1, . . . , n. Par le lemme 7.3.6 (i), on a

|Mk(q)− Lu,1(q)− · · · − Lu,k(q)| ≤ c1 (1 ≤ k ≤ n, 0 ≤ q).

On définit alors Pk := Mk −Mk−1 pour k = 1, . . . , n et on obtient

|Pk(q)− Lu,k(q)| ≤ 2c1 (1 ≤ k ≤ n, 0 ≤ q).

Alors P := (P1, . . . , Pn) est un (n, γ)-système avec toutes les propriétés requises.
�

Terminons cette partie par un résultat important qui permet de voir les n-sytèmes
rigides comme un sous-ensemble des (n, 0)-systèmes.

Lemme 7.3.9. Soit δ ∈]0,∞[. Les n-systèmes rigides de maille δ sont exactement les
(n, 0)-systèmes (P1, . . . , Pn) : [q0,∞[→ Rn qui vérifient que pour q = q0 et pour tout
q > q0 pour lequel au moins l’une des fonctions P1 + · · · + Pj (1 ≤ j < n) passe de
pente 0 à pente 1, les nombres P1(q), . . . , Pn(q) sont des multiples deux à deux distincts
de δ.
En particulier, un n-système rigide (P1, . . . , Pn) : [q0,∞[→ Rn vérifie toujours

P1(q) + · · ·+ Pn(q) = q (q ≥ q0).

7.4 Esquisse de la contruction de Roy
Nous reprenons ici la structure de la preuve de Roy du théorème 7.1.3. Le lec-

teur est renvoyé à [14] pour les détails manquants des démonstrations des résultats
intermédiaires. Dans cette partie n désigne un entier ≥ 2. Les paragraphes 7.4.1,
7.4.2 et 7.4.3 introduisent tous les outils nécessaires à la démonstration de la seconde
assertion du théorème de Roy. Elle repose sur la construction d’une famille de bases
de Zn qui possèdent de fortes propriétés. Le paragraphe 7.4.4 fournit quant à lui les
outils pour étendre le théorème 7.3.8 de Schmidt et Summerer et prouver la première
assertion du théorème de Roy ; l’auteur introduit la notion de (n, γ)-systèmes réduits
et montre que sous certaines conditions tout n-système rigide peut être approché - à
une différence bornée près - par un tel (n, γ)-système réduit. Cette classe de fonctions
intermédiaires permettra de passer des (n, γ)-systèmes aux n-systèmes rigides. Dans
un dernier paragraphe 7.4.5 on combine les différents résultats intermédiaires des
paragraphes précédents pour achever la démonstration.
Notations : Si x1, . . . ,xk ∈ V où V est un K-espace vectoriel, on note
VectK(x1, . . . ,xk) = Vect(x1, . . . ,xk) l’espace vectoriel engendré par x1, . . . ,xk.
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On note aussi VectZ(x1, . . . ,xk) le Z-module engendré par x1, . . . ,xk. Roy utilise
les notations 〈x1, . . . ,xk〉K et 〈x1, . . . ,xk〉Z, mais celles-ci auraient pu engendrer des
confusions avec la notation du produit scalaire définie au début de la partie 3.
Rappelons que || · || désigne la norme euclidienne. On fera également usage de la norme
|| · ||∞ définie sur Rn par ||(x1, . . . , xn)||∞ = max1≤j≤n |xj |.

7.4.1 Un premier résultat

Nous commençons par nous intéresser à la deuxième assertion du théorème de Roy.
Afin de construire un vecteur unitaire u tel que Lu−P soit bornée dans le cas où P est
un n-système rigide de maille suffisamment grande, Roy commence par supposer que
u existe, et il en déduit l’existence d’une suite de n-uplets de vecteurs de Zn possédant
de fortes propriétés. C’est ce qu’exprime le théorème suivant.

Théorème 7.4.1. Soit δ, ε > 0 tels que δ ≥ 6(nε+c1) où c1 = 2nn log(n) comme dans
le lemme 7.3.6. Soit P = (P1, . . . , Pn) : [q0,∞[→ Rn un n-système rigide de maille δ.
On suppose qu’existe un vecteur unitaire u ∈ Rn tel que ||P(q)−Lu(q)||∞ ≤ ε pour tout
q ≥ q0. On considère les suites (qi)0≤i<s, (ki)0≤i<s et (li)0≤i<s attachées à P comme
dans la définition 7.1.2 et on pose qs = ∞ si s < ∞. Alors, pour tout entier i tel que
0 ≤ i < s, il existe un n-uplet (x(i)

1 , . . . ,x(i)
n ) de vecteurs linéairement indépendants de

Zn vérifiant :

1)
∣∣∣∣P(q)− Φn

(
L(x(i)

1 , q), . . . , L(x(i)
n , q)

)∣∣∣∣
∞ ≤ ε (qi ≤ q < qi+1),

2) (x(i)
1 , . . . , x̂(i)

ki
, . . . ,x(i)

n ) = (x(i+1)
1 , . . . , x̂(i+1)

li+1
, . . . ,x(i+1)

n ) si i+ 1 < s,

3)
∣∣ log ||x(i)

j || − Pj(qi)
∣∣ ≤ ε (j = 1, . . . , n) si i ≥ 1,

4) x(i+1)
li+1

∈ Vect(x(i)
1 , . . . ,x(i)

li+1
) si i+ 1 < s,

5) 0 ≤ log
∣∣det(x(i)

1 , . . . ,x(i)
n )
∣∣ ≤ nε+ log(n),

6)
∣∣ log ||x(i)

1 ∧ · · · ∧ x̂(i)
ki
∧ · · · ∧ x(i)

n || −
∑
j 6=ki

log ||x(i)
j ||
∣∣ ≤ nε+ 2c1 si i ≥ 1.

La propriété 1) signifie que sur chaque intervalle [qi, qi+1[, le graphe combiné de P
est contenu dans un ε-voisinage de l’union des trajectoires de x(i)

1 , . . . ,x(i)
n . En utilisant

en plus l’hypothèse de l’énoncé, cela implique que pour chaque q dans cet intervalle, à
2ε près x(i)

1 , . . . ,x(i)
n réalisent les logarithmes des minima successifs de Cu(eq). A cause

du graphe combiné particulier d’un n-système rigide, on déduit aussi de 1) qu’il y a
exactement un vecteur x(i)

j dont la trajectoire a pente 1 sur [qi + 2ε,∞[ alors que les
autres ont pente 0 sur [0, qi+1 − 2ε[. Si i + 1 < s, 2) assure que ce vecteur particulier
est en fait x(i)

ki
. Sur l’intervalle suivant [qi+1, qi+2[, sa trajectoire est remplacée par celle

d’un nouveau vecteur x(i+1)
li+1

alors que les autres trajectoires sont conservées. La figure
suivante issue de [14] illustre ceci sur un exemple avec n = 5. Les lignes continues
représentent le graphe combiné de P et celles en pointillés la trajectoire des points x(i)

j .
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Figure 2 – Graphe combiné d’un 5-système rigide et les trajectoires des vecteurs entiers
qui l’approximent à ε près.

Les propriétés 3) à 6) donnent des informations supplémentaires sur les x(i)
j . Par

exemple, 5) assure que chaque n-uplet (x(i)
1 , . . . ,x(i)

n ) engendre un sous-groupe de
Zn dont l’indice est uniformément borné en i. La propriété 6) implique le résultat
(beaucoup plus faible) que les angles entre deux vecteurs parmi x(i)

1 , . . . , x̂(i)
ki
, . . . ,x(i)

n

sont minorés (uniformément en i). Dans la construction de la preuve, on imposera ici
que la famille x(i)

1 , . . . , x̂(i)
ki
, . . . ,x(i)

n soit presque orthogonale (cf définition 7.4.12).

Préléminaires pour la construction des points x(i)
j

Roy établit d’abord quelques lemmes intermédiaires que nous retranscrivons ici.
Suppposons que les hypothèses du théorème 7.4.1 soient satisfaites. Pour x ∈ Rn non
nul et j ∈ {1, . . . , n} on pose

L(x,∞) := lim
q→∞

L(x, q), Lu,j(∞) := lim
q→∞

Lu,j(q), Pj(∞) := lim
q→∞

Pj(q).

On définit aussi

Vj(q) := Vect
({

x ∈ Zn \ {0} ; L(x, q) ≤ Lu,j(q)
})

R (1 ≤ j ≤ n, 0 ≤ q ≤ ∞),
V0(q) := 0 (0 ≤ q ≤ ∞).

L’espace vectoriel Vj(∞) n’est intéressant que quand Lu,j(∞) < ∞ (ce qui équivaut,
d’après les hypothèses de l’énoncé, à Pj(∞) <∞). Dans ce cas, Vj(∞) est orthogonal
à u et on a L(x, q) = log ||x|| (q ≥ 0) pour tout x ∈ Vj(∞) non nul. Sinon, on a
Vj(∞) = Rn.

Lemme 7.4.2. Soit j ∈ {1, . . . , n− 1}. Alors sur tout sous-intervalle I de [q0,∞[ sur
lequel on a Pj+1(q) > Pj(q) + 2ε, la famille d’espaces vectoriels Vj(q) est constante de
dimension j.

Lemme 7.4.3. Soit i un entier tel que 0 ≤ i < s. Alors il existe un point x ∈ Zn qui
n’appartient pas à Vki−1(qi) et tel que

|L(x, t)− (Pki(qi) + max(0, t− qi)︸ ︷︷ ︸
=Pki

(t) au voisinage de qi

)| ≤ ε (t ≥ 0).
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En particulier la trajectoire de x a pente 0 sur [0, qi − 2ε] si i ≥ 1 et pente 1 sur
[qi + 2ε,∞[.

Lemme 7.4.4. Soit j un entier tel que 1 ≤ j < n. Supposons que Pj(∞) <∞. Alors
Vj(∞) est de dimension j et il existe un réel q ≥ 0 tel que Vj(t) = Vj(∞) pour tout
t ≥ q. De plus, il existe un vecteur x ∈ Zn ∩ Vj(∞) qui n’appartient pas à Vj−1(∞) et
tel que

|L(x, t)− Pj(∞)| ≤ ε (t ≥ 0).

Notons aussi que ces lemmes impliquent que Vj(qi) est toujours de dimension j

pour tout 1 ≤ i ≤ s (i 6=∞) et 0 ≤ j ≤ n.

Preuve [des trois lemmes] Cf Roy [14] (lemmes 3.2, 3.3 et 3.4).
�

Construction des points x(i)
j

On suit la construction proposée par Roy.
On note S le point (q0, Pk0(q0) dont on fait l’union avec l’ensemble de tous les segments
horizontaux maximaux contenus dans le graphe combiné de P qui ne sont pas des
points. A chaque S ∈ S on associe un vecteur xS ∈ Zn de la manière suivante :
Cas n°1 : si S est borné. Dans ce cas son extrémité de droite est de la forme
(qi, Pki

(qi)) avec 0 ≤ i < s. On choisit alors pour xS un vecteur qui vérifie la propriété
du lemme 7.4.3.
Cas n°2 : si S n’est pas borné. Dans ce cas, S est contenu dans [0,∞[×{Pj(∞)}
pour un certain j (1 ≤ j < n) tel que Pj(∞) <∞. On choisit alors pour xS un vecteur
qui vérifie la propriété du lemme 7.4.4.

Maintenant, pour tous i, j tels que 0 ≤ i < s et 1 ≤ j ≤ n, il existe un unique
segment horizontal S ∈ S contenant le point (qi, Pj(qi)) et on pose x(i)

j := xS . Dans
le cas dégénéré où s < ∞, on a Pj(∞) < ∞ pour tout j = 1, . . . , n − 1. Pour ces
j on pose alors x(s)

j := xS où S ∈ S est l’unique segment non borné contenu dans
[0,∞[×{Pj(∞)}.

Ces vecteurs x(i)
j vérifient les propriétés du théorème 7.4.1.

Preuve Cf [14] (p.15-18). L’un des points les plus délicats de la preuve est l’indépen-
dance linéaire de la famille (x(i)

1 , . . . ,x(i)
n ).

�

7.4.2 Retour sur la hauteur de sous-espaces

Nous rappelons et complétons quelques définitions et résultats déjà présentés dans
la partie 4 en introduisant la notion de distance entre sous-espaces et en énonçant
quelques premières propriétés. La notion principale de ce paragraphe est celle de famille
presque orthogonale (définition 7.4.12). Le lecteur est renvoyé à [14] §4 pour les preuves
détaillées des lemmes présentés.
Nous sommes ici dans le cas particulier où le corps de nombres K est égal au corps
Q des nombres rationnels. Soit n ≥ 2 un entier. On dit qu’un sous-espace vectoriel
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V ⊂ Rn est défini sur Q s’il est engendré par des éléments de Qn. Si V 6= 0, cela revient
à imposer que V ∩ Zn est un réseau de V . On note alors H(V ) sa hauteur, définie par

H(V ) = ||x1 ∧ · · · ∧ xm||,

où (x1, . . . ,xm) est n’importe quelle base de V ∩ Zn et || · || est la norme euclidienne
de
∧m Rn qu’on a muni de la structure euclidienne comme dans le paragraphe 7.3.4.

C’est le covolume du réseau V ∩Zn. Notons qu’en particulier on a H(Rn) = 1 et qu’on
avait posé H(0) = 1.

Le lemme suivant permet d’exprimer de manière simple la hauteur d’un hyperplan
de Rn dans un cas particulier.

Lemme 7.4.5. Soit (x1, . . . ,xn) une base de Zn et u un vecteur unitaire de Rn or-
thogonal à V := VectR(x1, . . . ,xn−1). Alors

H(V ) = |xn · u|−1.

Preuve On a 1 = ||x1 ∧ · · · ∧ xn|| = ||x1 ∧ · · · ∧ xn−1|| |xn · u| = H(V )|xn · u|.
�

Définition 7.4.6. Si x et y sont deux vecteurs non nuls de Rn on définit

dist(x,y) := ||x ∧ y||
||x|| ||y||

la distance (projective) entre x et y.

Notons que dist(x,y) = ω(x,y) avec les notations de la partie 3. Il représente le
sinus de l’angle aigu entre les deux droites engendrées par x et y. C’est une fonction de(
Rn \ {0}

)2 dans [0, 1] continue et symétrique. On a par ailleurs vu qu’elle satisfaisait
l’inégalité triangulaire.

Définition 7.4.7. Pour tout x ∈ Rn non nul et tout V sous-espace non nul de Rn, on
définit la distance de x à V par

dist(x, V ) := inf{dist(x,y) ; y ∈ V \ {0}} = inf{dist(x,y) ; y ∈ Sn ∩ V },

où Sn désigne la sphère unité de Rn.
On pose dist(x, 0) = 1.

On a alors le résultat suivant qui permet d’exprimer de manière plus explicite la
distance d’un vecteur à un sous-espace :

Lemme 7.4.8. Soit x ∈ Rn \ {0} et V un sous-espace quelconque de Rn. Alors

dist(x, V ) = ||projV ⊥(x)||
||x|| .

De plus, pour tout sous-espace U de Rn contenant V on a dist(x, V ) ≥ dist(x, U).

Définition 7.4.9. Soient V1 et V2 deux sous-espaces non nuls de Rn. On définit la
distance de V1 à V2 par

dist(V1, V2) := sup{dist(x, V2) ; x ∈ V1 \ {0}} = sup{dist(x, V2) ; x ∈ Sn ∩ V1}.
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Comme Sn ∩V1 est compact et que la fonction dist(·, V2) est continue par le lemme
précédent, la borne supérieure est atteinte par un certain x ∈ Sn ∩ V1. Notons que
cette distance n’est en général pas symétrique en V1, V2 (par exemple, si V1 ⊂ V2 avec
V1 6= V2 alors on a dist(V1, V2) = 0 alors que dist(V2, V1) > 0). On a toutefois les
propriétés suivantes :

Lemme 7.4.10. Soit x ∈ Rn \ {0} et V1, V2 des sous-espaces non nuls de Rn. Alors
on a

dist(x, V2) ≤ dist(x, V1) + dist(V1, V2).

De plus, si V est un sous-espace non nul de Rn alors on a aussi l’inégalité triangulaire

dist(V, V2) ≤ dist(V, V1) + dist(V1, V2).

Le lemme suivant traite d’un cas particulier où la fonction distance entre deux
sous-espaces est symétrique.

Lemme 7.4.11. Soient V1, V2 deux sous-espaces non nuls de codimension 1 dans un
sous-espace U ⊂ Rn. Pour i = 1, 2, on choisit un vecteur unitaire ui dans U ∩ V ⊥i .
Alors on a

dist(V1, V2) = dist(u1,u2).

Définition 7.4.12. Soit m ≥ 1 un entier. Une suite (x1, . . . ,xm) de vecteurs de Rn
est dite presque orthogonale si elle est libre et vérifie les inégalités

dist(xj ,VectR(x1, . . . ,xj−1)) ≥ 1− 1
2j−1 (2 ≤ j ≤ m).

Notons que (x1, . . . ,xm) est orthogonale si et seulement si pour tout j tel que
2 ≤ j ≤ m on a dist(xj ,VectR(x1, . . . ,xj−1)) = 1.
Remarquons que la suite (x) avec x ∈ Rn non nul est presque orthogonale. Par le
lemme 7.4.8, on a aussi que toute sous-suite non vide d’une suite presque orthogonale
est elle-même presque orthogonale.
Nous terminons ce paragraphe par un résultat lié à cette notion.

Lemme 7.4.13. Soit (x1, . . . ,xm) un m-uplet primitif de vecteurs de Zn presque or-
thogonal et U := VectR(x1, . . . ,xm). Alors on a

e−2||x1|| . . . ||xm|| ≤ H(U) ≤ ||x1|| . . . ||xm||.

7.4.3 Cas des systèmes rigides de grande maille

Cette partie reprend la partie 5 de [14]. Roy démontre la seconde assertion du
théorème 7.1.3 dans le cas des n-systèmes rigides de grande maille (théorème 7.4.16).
Comme le suggère le théorème 5.3.3, on commence par construire par récurrence une
suite de bases de Zn qui vérifient de fortes propriétés. Nous ne présenterons pas les
preuves en détails ici, juste le début des constructions de Roy.

On fixe s ∈ N∗ ∪ {∞} et on pose

C := 2n+3e4.
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On suppose que pour tout entier i tel que 0 ≤ i < s il existe un vecteur A(i) =
(A(i)

1 , . . . , A
(i)
n ) ∈ Rn et des entiers ki et li vérifiant les conditions

1 ≤ k0 ≤ l0 = n et 1 ≤ ki < li ≤ n si i ≥ 1 (7.6)

A
(i)
1 ≥ C, A

(i)
j ≥ A

(i)
j−1C pour j = 2, . . . , n, (7.7)

ki−1 ≤ li et A
(i)
li
≥ A(i−1)

li
C si i ≥ 1, (7.8)

(A(i)
1 , . . . , Â

(i)
li
, . . . , A(i)

n ) = (A(i−1)
1 , . . . , Â

(i−1)
ki−1

, . . . , A(i−1)
n ) si i ≥ 1. (7.9)

Ces conditions sont évidemment à mettre en lien avec celles intervenant dans la défi-
nition d’un canevas (cf définition 7.1.1). On a alors le résultat suivant :

Proposition 7.4.14. Pour tout entier i tel que 0 ≤ i < s, il existe une base de Zn
(x(i)

1 , . . . ,x(i)
n ) qui vérifie les propriétés suivantes :

1) (x(0)
1 , . . . ,x(0)

n−1) est presque orthogonale,

2) (x(i)
1 , . . . , x̂(i)

ki
, . . . ,x(i)

n ) est presque orthogonale,

3) A(i)
j ≤ ||x

(i)
j || ≤ 2A(i)

j pour j = 1, . . . , n,

4) dist
(

x(i)
li
,VectR

(
x(i)

1 , . . . , x̂(i)
ki
, . . . ,x(i)

li−1
))
≥ 1− 1

2li−1 si ki < li,

5) x(i)
li
∈ x(i−1)

ki−1
+ VectZ

(
x(i−1)

1 , . . . , x̂(i−1)
ki−1

, . . . ,x(i−1)
li

)
si i ≥ 1,

6) (x(i)
1 , . . . , x̂(i)

li
, . . . ,x(i)

n ) = (x(i−1)
1 , . . . , x̂(i−1)

ki−1
, . . . ,x(i−1)

n ) si i ≥ 1.

De plus, si ui est un vecteur unitaire orthogonal à VectR
(
x(i)

1 , . . . , x̂(i)
ki
, . . . ,x(i)

n

)
, alors

pour tous i et j tels que 0 ≤ i < j < s on a

dist(ui,uj) ≤
2e4

||x(i+1)
1 || . . . ||x(i+1)

n ||
.

Preuve Cf proposition 5.3 de [14]. Roy utilise plusieurs lemmes intermédiaires (lemmes
5.1 et 5.2 de [14]) pour la construction (par récurrence) des bases qui conviennent. La
presque orthogonalité est un point particulièrement délicat à montrer.

�

La proposition suivante complète la proposition ci-dessus en construisant un vecteur
unitaire u et en estimant la jauge des vecteurs x(i)

1 , . . . , x
(i)
n par rapport au corps convexe

Cu(Q) (pour Q bien choisi).

Proposition 7.4.15. On conserve les notations de la propositions précédentes et on
pose

Qi := A
(i)
1 . . . A(i)

n (0 ≤ i < s),

et Qs := ∞ si s 6= ∞. Alors il existe un vecteur unitaire u ∈ Rn tel que pour tout
entier i (0 ≤ i < s) et tout Q ∈ [Qi, Qi+1[ on ait

1) A(i)
j ≤ λ(x(i)

j , Cu(Q)) ≤ 8e4A
(i)
j pour tout j ∈ {1, . . . , k̂i, . . . , n},

2)
A

(i)
ki
Q

2nQi
≤ λ(x(i)

ki
, Cu(Q)) ≤

8A(i)
ki
Q

2nQi
.

Preuve Cf proposition 5.4 de [14].
La construction de u provient de la seconde assertion de la proposition 7.4.14. Quand
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s =∞, elle assure en effet que l’image dans Pn−1(R) de la suite (ui)i≥1 converge vers
la classe d’un vecteur unitaire u ∈ Rn tel

dist(ui,u) ≤ 2e4

||x(i+1)
1 || . . . ||x(i+1)

n ||
(0 ≤ i < s).

Quand s 6= ∞ ces inégalités restent vraies en prenant u := us−1 et en remplaçant le
membre de droite de l’inégalité par 0 lorsque i = s− 1.
Roy montre alors que u convient.

�

Avec les résultats précédents on peut alors établir une version quantitative de la
seconde assertion du théorème 7.1.3 pour des n-systèmes rigides de maille assez grande.

Théorème 7.4.16. Soit δ ≥ 4 + (n+ 3) log 2 et P : [q0,∞[→ Rn un n-système rigide
de maille δ. Alors il existe un vecteur unitaire u ∈ Rn tel que

sup
q≥q0

||P(q)− Lu(q)||∞ ≤ n log(8e4n).

Preuve Cf [14] (théorème 5.5) pour les détails.
On considère la suite de vecteurs (a(i))0≤i<s et les suites d’entiers (ki)0≤i<s et (li)0≤i<s
qui définissent le canevas attaché à P comme dans les définitions 7.1.1 et 7.1.2. Pour
chaque i (0 ≤ i < s) on écrit a(i) = (a(i)

1 , . . . , a
(i)
n ) et on pose

A
(i)
j := exp(a(i)

j ) (1 ≤ j ≤ n).

Alors les conditions (C1)−(C3) de la définition 7.1.1 assurent que les conditions (7.6)−
(7.9) sont également vérifiées et donc qu’on peut appliquer les propositions 7.4.14 et
7.4.15. On considère les bases (x(i)

1 , . . . ,x(i)
n ) de Zn données par la proposition 7.4.14

pour 0 ≤ i < s, et u ∈ Rn le vecteur donné par la proposition 7.4.15. Roy montre alors
que ce vecteur unitaire convient.

�

7.4.4 Systèmes réduits et approximations par des n-systèmes rigides

Ce paragraphe reprend les sections 6 et 7 de [14]. Les résultats principaux sont
les propositions 7.4.18 et 7.4.19 (la plus délicate à montrer étant la deuxième) : elles
permettent de renforcer le théorème 7.3.8 de Schmidt et Summerer et de prouver la
première assertion du théorème 7.1.3.

Définition 7.4.17. Soit q0 ≥ 0. Un (n, γ)-système réduit sur [q0,∞[ est un (n, γ)-
système P = (P1, . . . , Pn) : [q0,∞[→ Rn tel que si j = 1, . . . , n−1, a ≥ q0 et b ≥ a+nγ

sont tels que P1 + · · · + Pj est constant sur [a, b], alors chaque fonction P1, . . . , Pj est
constante sur [a, b− nγ].

Exemples : tout (n, 0)-système est déjà un (n, 0)-système réduit. Si P est un
(n, γ) système réduit sur [q0,∞[, alors q → δ−1P(δq) est un (n, γ/δ)-système réduit
sur [q0/δ,∞[.

Proposition 7.4.18. Soit P = (P1, . . . , Pn) : [q0,∞[→ Rn un (n, γ)-système sur
[0,∞[. Alors il existe un (n, 2nγ)-système réduit P̃ = (P1, . . . , Pn) : [q0,∞[→ Rn tel
que ||P− P̃||∞ ≤ nγ.
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Preuve Cf proposition 6.2 de [14] pour les détails. Roy construit P̃ à l’aide de plusieurs
lemmes techniques (lemmes 6.3, 6.4 et 6.5 de [14]).

�

L’étape suivante après avoir montré que tout (n, γ)-système s’approxime par un (n, γ)-
système réduit est de montrer que tout (n, γ)-système réduit peut être approché en
un certain sens (et à une différence bornée près) par un n-système rigide. C’est ce que
traduit la proposition suivante.

Proposition 7.4.19. Soient γ, δ des réels tels que 0 ≤ γ < δ/(2n)2 et P : [0,∞[→ Rn
un (n, γ)-système réduit. On pose q0 := n(n+1)δ/2. Alors il existe un n-système rigide
R : [q0,∞[→ Rn de maille δ tel que

||P(q)−R(q)||∞ ≤ 3n2δ (q ≥ q0).

Preuve Cf [14] proposition 7.1 de [14].
Roy se ramène à prouver cette proposition pour le cas d’un n-système rigide intégral -
i.e. de maille 1 - en effectuant un changement de variable. En effet, P̃(q) := δ−1P(qδ)
définit un (n, γ/δ)-système réduit sur [0,∞[, et si R̃ est un n-système rigide de maille
1 sur [q̃0,∞[ avec q̃0 := n(n+ 1)/2, alors R(q) := δR̃(q/δ) définit un n-système rigide
de maille δ sur [q0,∞[. Les inégalités requises se transfèrent immédiatement.

La construction de R est délicate ; Roy utilise huit lemmes pour parvenir à ses fins.

7.4.5 Preuve du théorème de Roy

Nous avons désormais tous les outils pour démontrer le théorème 7.1.3. Ce para-
graphe reprend la partie 8 de [14]. Elle est constituée de deux théorèmes : le premier
prouve la seconde assertion du théorème 7.1.3, le deuxième prouve la première assertion
de ce même théorème. Rappelons que tout n-système rigide est un (n, 0)-système.

Théorème 7.4.20. Soit q0 ≥ 0 et soit P : [q0,∞[→ Rn un (n, 0)-système. Alors il
existe un vecteur unitaire u ∈ Rn tel que

||P(q)− Lu(q)||∞ ≤ 3n2(n+ 9) (q ≥ q0).

Preuve Nous suivons ici la démonstration proposée par Roy dans [14] (théorème 8.1).
La première chose que fait Roy est de prolonger P en un (n, 0)-système défini sur [0,∞[.
Pour cela, il pose t0 := 0 et ti := P1(q0) + · · · + Pi(q0) pour i = 1, . . . , n. On a alors
tn = q0 et il définit

P(q) = Φn
(
0, . . . , 0, P1(q0), . . . , Pi−1(q0), q − ti−1

)
(ti−1 ≤ q ≤ ti, 1 ≤ i ≤ n),

de telle sorte que pour i = 1, . . . , n, le graphe combiné de P sur [ti−1, ti]
consiste en n − 1 segments horizontaux (pas forcément distincts) avec ordonnées
0, . . . , 0, P1(q0), . . . , Pi−1(q0), et un segment de pente 1 d’extrémités (ti−1, 0) et
(ti, Pi(q0)). Ces formules prolongent bien P en un (n, 0)-système sur [0,∞[.

On peut donc supposer q0 = 0. On pose δ := n+7 et q̃0 := n(n+1)δ/2. Puisque tous
les (n, 0)-systèmes sont réduits, la proposition 7.4.19 fournit l’existence d’un n-système
rigide R : [q̃0,∞[→ Rn de maille δ tel que

||P(q)−R(q)||∞ ≤ 3n2δ (q ≥ q̃0).

Le théorème 7.4.16 utilisé avec R donne l’existence de u ∈ Rn tel que

||R(q)− Lu(q)||∞ ≤ n log(8e4n) (q ≥ q̃0).
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On a alors en combinant ces inégalités

||P(q)− Lu(q)||∞ ≤ 3n2δ + n log(8e4n) (q ≥ q̃0). (7.10)

Il reste à étendre cette inégalité pour q ∈ [0, q̃0]. Sur cet intervalle, les coordonnées
de P(q) sont positives (au sens large) et majorées par P1(q) + · · · + Pn(q) = q ≤ q̃0
(car P est un (n, 0)-système). Les coordonnées de Lu(q) sont également positives (au
sens large) et majorées par Lu,1(q) + · · · + Lu,n(q) ≤ q̃0 + n log(n) par l’inégalité
(7.2). Cela permet d’étendre l’inégalité (7.10) à tout [0,∞[. On conclut en notant que
3n2δ + n log(8e4n) ≤ 3n2(n+ 9). �

�

Pour démontrer la première assertion du théorème 7.1.3, on remarque que tout
n-système rigide de maille δ > 0 est aussi un n-système rigide de maille δ/N pour
tout entier N ≥ 1. Cette remarque et le théorème suivant fournissent une version
quantitative de la première assertion du théorème de Roy.

Théorème 7.4.21. Soit δ > 24n42n log(n) et u ∈ Rn un vecteur unitaire de Rn. On
pose q0 := n(n+ 1)δ/2. Alors il existe un n-système rigide R : [q0,∞[→ Rn de maille
δ tel que

||Lu(q)−R(q)||∞ ≤ 4n2δ (q ≥ q0).

Preuve On suit la preuve de Roy [14] (théorème 8.2). On pose γ := 6n2n log(n). Par
le théorème 7.3.8 il existe un (n, γ)-système P : [0,∞[→ Rn tel que

||Lu(q)−P(q)||∞ ≤ γ (q ≥ 0).

La proposition 7.4.18 assure l’existence d’un (n, 2nγ)-système réduit P̃ : [0,∞[→ Rn
tel que

||P(q)− P̃(q)||∞ ≤ nγ (q ≥ 0).

Finalement puisque δ > 4n3γ, la proposition 7.4.19 fournit l’existence d’un n-système
rigide R : [q0,∞[→ Rn de maille δ satisfaisant l’inégalité

||P̃(q)−R(q)||∞ ≤ 3n2δ (q ≥ q0).

Combinant ces trois inégalités on trouve, pour q ≥ q0 :

||Lu(q)−R(q)||∞ ≤ (n+ 1)γ + 3n2δ ≤ 4n2δ.

�

8 Une application du théorème de Roy
Cette partie reprend l’article de Roy [15]. Le résultat principal est le théorème

8.1.4 ; il donne une description complète de certains exposants d’approximation dio-
phantienne classiques en utilisant les outils de la géométrie paramétrique des nombres
et en particulier le théorème 7.1.3.
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8.1 Définitions et formulation du problème
Nous rappelons ici un certain nombre de définitions déjà introduites (notamment

dans les paragraphes 7.1 et 7.2) et introduisons les exposants classiques d’approxima-
tion qui généralisent ceux des définitions 7.2.1 et 7.2.2.

Si n ≥ 1 est un entier, on note x · y le produit scalaire usuel entre deux vecteurs
x et y de l’espace euclidien Rn. On munit également son algèbre extérieure

∧
Rn =

⊕nk=1
∧k Rn de la structure d’espace euclidien telle que pour toute base orthonormée

(e1, . . . , en) de Rn, l’ensemble des produits extérieurs ei1 ∧ · · · ∧ eik avec 0 ≤ k ≤ n et
1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n forme une base orthonormée de

∧
Rn. Pour k = 0, . . . , n on note∧k Zn le réseau de

∧k Rn engendré par les produits extérieurs de la forme x1∧· · ·∧xn
avec x1, . . . ,xn ∈ Zn. Pour k = 0 on a

∧k Rn = R et on pose
∧0 Zn = Z.

Si Sk est un sous-espace de Rn défini sur Q de dimension k, rappelons qu’on peut
définir sa hauteur par la formule

H(S) = ||x1 ∧ · · · ∧ xk||,

où x1, . . . ,xk est une base de S ∩ Zn.
La distance (projective) dist(u, S) d’un vecteur u ∈ Rn à un sous-espace S définie dans
le paragraphe 7.4.2 est égale à

dist(u, S) = ||projS⊥(u)||
||u|| = ||u ∧ x1 ∧ · · · ∧ xk||

||u|| ||x1 ∧ · · · ∧ xk||
,

où (x1, . . .xk) est n’importe quelle base de S. Géométriquement, cela représente le sinus
de l’angle le plus petit entre la droite engendrée par u et S. Notons que cette quantité
est aussi égale à ψ1(A,S) = ω1(A,S) avec les notations du paragraphe 3.3 où on a posé
A := Ru.

Définition 8.1.1. Soit n ≥ 1 et u ∈ Rn+1 \ {0}. Pour j = 0, . . . , n − 1 on note
ωj(u) (resp. ω̂j(u)) la borne supérieure de l’ensemble des réels ω tels que pour des Q
arbitrairement grands (resp. pour toutQ assez grand) il existe un sous-espace S ⊂ Rn+1

défini sur Q de dimension j + 1 vérifiant

H(S) ≤ Q et H(S)dist(u, S) ≤ Q−ω.

Remarque : En particulier on a ωj(u) =∞ si u appartient à un sous-espace S de
Rn+1 défini sur Q de dimension j+1. Sinon ωj(u) est la borne supérieure de l’ensemble
des réels ω pour lesquels il existe une infinité de sous-espaces S ⊂ Rn+1 définis sur Q
de dimension j + 1 tels que

dist(u, S) ≤ H(S)−ω−1.

On peut donner une définition alternative de ces exposants d’approximation qui
permettra de faire le lien dans le paragraphe suivant avec la géométrie paramétrique
des nombres.

Lemme 8.1.2 (Bugeaud-Laurent). Soit j ∈ {0, . . . , n− 1}. Alors ωj(u) (resp. ω̂j(u))
est la borne supérieure des réels ω tels que les inégalités

||z|| ≤ Q et ||z ∧ u|| ≤ Q−ω (8.1)

possèdent une solution non nulle z ∈
∧j+1 Zn+1 pour des valeurs de Q arbitrairement

grandes (resp. pour tout Q assez grand).
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Preuve Ce résultat est prouvé dans [4] §4 pour ωj(u) dans le cas où les coordonnées
de u sont linéairement indépendantes sur Q mais un petit argument permet de rendre
valable la preuve pour u non nul, quelconque ainsi que pour ω̂j(u).

�

Le théorème 5.3.3 utilisé avec d := 1, e := j + 1, Ad := Ru assure que

ωj(u) ≥ ω̂j(u) ≥ j + 1
n− j

(0 ≤ j ≤ n− 1). (8.2)

Le résultat qui suit donne d’autres relations sur ces exposants.

Théorème 8.1.3 (Schmidt, Laurent). Soit n ≥ 1 un entier. Pour tout vecteur u ∈
Rn+1 non nul on a ω0(u) ≥ 1/n et

jωj(u)
ωj(u) + j + 1 ≤ ωj−1(u) ≤ (n− j)ωj(u)− 1

n− j + 1 (1 ≤ j ≤ n− 1), (8.3)

en définissant par convention le quotient de gauche comme étant égal à j et celui de
droite à ∞ si ωj(u) =∞.

Preuve Nous proposons ici une démonstration de ces inégalités à partir des théorèmes
5.8 du going-up (pour l’inégalité de droite) et 5.2.2 du going-down (pour l’inégalité de
gauche).
Commençons par l’inégalité de droite.
Soit 1 ≤ j ≤ n− 1. Si ωj−1(u) =∞ alors u appartient à un sous-espace de dimension
j défini sur Q, donc a fortiori à un espace de dimension j + 1 défini sur Q. Donc
ωj(u) =∞ et il n’y a rien à montrer. On suppose désormais ωj−1(u) <∞.
Soit ω < ωj−1(u) et soit Sj un sous-espace de Rn+1 défini sur Q tel que

H(Sj)dist(u, Sj) ≤ H(Sj)−ω. (8.4)

Le théorème 5.8 (going-up) appliqué avec H := H(Sj), Ad := Ru, Be := Sj , c = 1/C4
(où C4 est définie comme dans le théorème 5.8), x1 = 1 et y1 = ω donne l’existence
d’un sous-espace Sj+1 défini sur Q contenant Sj et vérifiant :

H(Sj+1)(n+1−j)/(n−j)dist(u, Sj+1) ≤ H ′−ω(n+1−j)/(n−j) et H(Sj+1) ≤ H ′,

où on a posé H ′ := C3H
(n−j)/(n+1−j). On en déduit que

H(Sj+1)dist(u, Sj+1) ≤ H(Sj+1)−[ω(n+1−j)+1]/(n−j). (8.5)

Or, comme il y a une infinité de sous-espaces Sj vérifiant l’inégalité (8.4) et que
H(Sj+1) ≥ H(Sj) (et qu’il n’y a qu’un nombre fini de sous-espaces de hauteur in-
férieure à un réel H) cela implique qu’il y a un nombre infini de Sj+1 vérifiant (8.5),
et par suite

[ω(n+ 1− j) + 1]/(n− j) ≤ ωj(u).

On conclut en faisant tendre ω vers ωj−1(u) et avec la remarque suivant la définition
des ωj(u).

Montrons maintenant l’inégalité de gauche.
Soit ω < ωj(u). Soient Q ≥ 1 et Sj+1 tels que

H(Sj+1) ≤ Q et H(Sj+1)dist(u, Sj+1) ≤ Q−ω. (8.6)
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On applique le théorème 5.2.2 (going-down) avec H := Q, Ad := Ru, Be := Sj+1,
y1 := ω + 1 et c := 1/C7 (où C7 est définie comme dans l’énoncé du théorème du
going-down). On a alors y′1 = y1(j + 1)/(y1 + j) et toutes les hypothèses de l’énoncé
sont satisfaites. En particulier, en posant Q′ := C5Q

(j+y1)/(j+1) on a l’existence d’un
sous-espace Sj ⊂ Sj+1 défini sur Q et vérifiant

H(Sj) ≤ Q′ et H(Sj)dist(u, Sj) ≤ Q′−(y′1−1).

Cette inégalité est vérifiée pour des Q′ arbitrairement grands car il existe des Q arbi-
trairement grands tels qu’il existe Sj+1 vérifiant (8.6). Donc

y′1 − 1 ≤ ωj−1(u).

En faisant tendre ω vers ωj(u) on a y′1 − 1 qui tend vers jωj(u)/(ωj(u) + j + 1), d’où
le résultat.

�

Notons que Roy fournit une autre preuve de ce théorème en utilisant les outils de
la géométrie paramétrique des nombres.

Ces inégalités ont été observées par Laurent dans [9] qui introduisit alors les expo-
sants ωj(u). Dans le même article il fait la remarque que chaque inégalité (8.3) prise
individuellement est la meilleure possible car en les combinant on trouve les inégalités
de transfert de Khinchine qui sont connues pour être optimales. On peut aussi montrer
que l’ensemble des valeurs prises par ωj(u) est l’intervalle entier [(j+1)/(n−j),∞[. Le
théorème suivant est le résultat principal de l’article de Roy [15] et décrit complètement
le comportement du n-uplet (ω0(u), . . . , ωn−1(u)).

Théorème 8.1.4 (Roy, 2014). Soit n ≥ 1 un entier. Soient ω0, . . . , ωn−1 ∈ [0,∞[
vérifiant les inégalités ω0 ≥ 1/n et

jωj
ωj + j + 1 ≤ ωj−1 ≤

(n− j)ωj − 1
n− j + 1 (1 ≤ j ≤ n− 1). (8.7)

Alors il existe un vecteur u ∈ Rn+1 dont les coordonnées sont Q-linéairement indépen-
dantes et tel que

ωj(u) = ωj et ω̂j(u) = j + 1
n− j

(0 ≤ j ≤ n− 1).

Preuve Cf paragraphe 8.5.
�

8.2 Liens avec la géométrie paramétrique des nombres
Soit n ≥ 1 un entier. Nous rappelons les notations introduites dans le paragraphe

7.3.3. Notons que dans cette partie on a n+ 1 à la place de n.
Soit u ∈ Rn+1 non nul. Pour tout réel Q ≥ 1 on considère le corps convexe

Cu(Q) = {x ∈ Rn+1 ; ||x|| ≤ 1, |x · u| ≤ Q−1}

et on note λ1(Cu(Q)) ≤ · · · ≤ λn+1(Cu(Q)) ses n+ 1 minima successifs (pour le réseau
Zn+1). On pose aussi

Lu,j(q) = log λj(Cu(eq)) (q ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n+ 1),
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qu’on réunit dans une unique application Lu : [0,∞[→ Rn+1 en posant

Lu(q) = (Lu,1(q), . . . , Lu,n+1(q)) (q ≥ 0).

Définition 8.2.1. Pour j = 1, . . . , n+ 1 on définit

ψ
j
(u) = lim inf

q→∞

Lu,1(q) + · · ·+ Lu,j(q)
q

et ψj(u) = lim sup
q→∞

Lu,1(q) + · · ·+ Lu,j(q)
q

.

La proposition suivante permet de faire le lien entre ces quantités et les exposants
classiques d’approximation du paragraphe précédent.

Proposition 8.2.2. Pour tout j = 0, . . . , n− 1 on a

ωj(u) = 1
ψ
n−j(u) − 1 et ω̂j(u) = 1

ψn−j(u)
− 1.

Preuve On reprend la preuve de [15] (proposition 3.1) en passant vite sur certains dé-
tails. Pour cette démonstration on utilise la notion de corps convexes pseudo-composés
et le théorème 2.4.9. On prendra la définition des ωj(u) donnée par le lemme 8.1.2.
Pour j = 0, . . . , n− 1 et Q ≥ 1 on définit

K(j+1)
u (Q) = {z ∈

∧j+1Rn+1 ; ||z|| ≤ Q, ||z ∧ u|| ≤ 1}.

D’après le lemme 3 du §4 de [4], K(j+1)
u (Q) est comparable au (j+1)-ème corps composé

de K(1)
u (Q). Ce dernier est lui-même comparable au polaire de Cu(Q) et a pour volume

vol(Cu(Q)) � Q−1, par conséquent le premier minimum de K(j+1)
u (Q) pour le réseau∧j+1 Zn+1 vérifie

λ1
(
K(j+1)

u (Q)
)
� λ1

(
K(1)

u (Q)
)
. . . λj+1

(
K(1)

u (Q)
)

� λn+1
(
Cu(Q)

)−1
. . . λn−j+1

(
Cu(Q)

)−1

� Q−1λ1
(
Cu(Q)

)
. . . λn−j

(
Cu(Q)

)
(0 ≤ j ≤ n− 1, Q ≥ 1),

où les constantes sous-jacentes ne dépendent que de n et u mais pas de Q (cf [10] ; la
première équation est donnée par le théorème 2.4.9, la deuxième équation provient du
théorème de Mahler, la troisième du second théorème de Minkowski). Maintenant, le
corps convexe symétrique de

∧j+1 Rn+1 défini par (8.1) est Q−ωK(j+1)
u (Qω+1), donc

son premier minimum pour le réseau
∧j+1 Zn+1 vérifie

λ1
(
Q−ωK(j+1)

u (Qω+1)
)
� Q−1λ1

(
Cu(Qω+1)

)
. . . λn−j

(
Cu(Qω+1)

)
(8.8)

où les constantes sous-entendues ne dépendent ni deQ, ni de ω (avecQ ≥ 1 et ω+1 ≥ 0).
Par le lemme 8.1.2, ωj(u) (resp. ω̂j(u)) est la borne supérieure de l’ensemble des réels
ω pour lesquels ce premier minimum est inférieur ou égal à 1 pour des Q arbitrairement
grands (resp. pour tout Q assez grand). Par ailleurs, puisque ωj(u) ≥ ω̂j(u) ≥ 0 par
(8.2), on peut considérer uniquement les ω > −1. Si on écrit Q = eq/(ω+1) avec q > 0
et qu’on passe au logarithme en divisant par q, on obtient que ωj(u) (resp. ω̂j(u)) est
la borne supérieure de l’ensemble des réels ω pour lesquels

log
(
λ1
(
Q−ωK(j+1)

u (Qω+1)
))

q
≤ 0,

pour des Q arbitrairement grands (resp. pour tout Q assez grand). Or, l’estimation
(8.8) devient

log
(
λ1
(
Q−ωK(j+1)

u (Qω+1)
))

q
=
Lu,1(q) + · · ·+ Lu,nj

(q)
q

− 1
ω + 1 +O

(1
q

)
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(où les constantes asymptotiques ne dépendent pas de q ni de ω), ce qui implique que
ωj(u) (resp. ω̂j(u)) est la borne supérieure de l’ensemble des réels ω pour lesquels

Lu,1(q) + · · ·+ Lu,n−j(q)
q

≤ 1
ω + 1

pour des Q arbitrairement grands (resp. pour tout Q assez grand).
�

Grâce à cette proposition importante, nous allons pouvoir transposer le théorème
8.1.4 dans le langage de la géométrique paramétrique des nombres : les inégalités (8.7)
se transformeront en les inégalités (8.11) ci-dessous, et l’existence de u ∈ Rn+1 avec les
bonnes propriétés reviendra à l’existence d’un n-système généralisé (cf définition 8.3.6)
avec les "bonnes" propriétés.

8.3 La notion de n-systèmes généralisés
Ce paragraphe reprend la partie 4 de [15]. On fixe n ≥ 2 un entier. Rappelons

que précédemment nous avons déjà défini la notion de (n, γ)-systèmes (définition 7.3.7)
et de (n, γ)-systèmes réduits (définition 7.4.17) ainsi que celle de n-systèmes rigides
(définition 7.1.2) qui apparaissaient comme des (n, 0)-systèmes particuliers. Toutes ces
classes de fonctions permettent d’approcher les fonctions Lu avec u ∈ Rn non nul. Nous
allons maintenant définir en suivant [15] deux nouvelles classes un peu différentes : les
n-systèmes (définition 8.3.1) et les n-systèmes généralisés (définition 8.3.6). Tout (n, 0)-
système est un n-système (en fait les deux définitions coïncident quand on regarde les
n-systèmes sur [q0,∞[ avec q0 ≥ 0) et tout n-système est aussi un n-système généralisé.
Rappelons que || · || désigne la norme euclidienne. On fera également usage de la norme
|| · ||∞ définie sur Rn par ||(x1, . . . , xn)||∞ = max1≤j≤n |xj |.

Définition 8.3.1. Soit I un sous-intervalle de [0,∞[ d’intérieur non vide. Un n-
système sur I est une fonction continue affine par morceaux P = (P1, . . . , Pn) : I → Rn
vérifiant les conditions suivantes :

(S1) Pour tout q ∈ I on a 0 ≤ P1(q) ≤ · · · ≤ Pn(q) et P1(q) + · · ·+ Pn(q) = q.
(S2) Si H est un sous-intervalle ouvert non vide de I sur lequel P est différentiable,

alors il existe un entier r (1 ≤ r ≤ n) tel que Pr est de pente 1 sur H et Pj est constante
sur H pour tout j 6= r.

(S3) Si q est un point intérieur à I en lequel P n’est pas différentiable et si les
entiers r et s qui vérifient P ′r(q−) = P ′s(q+) = 1 sont tels que r < s, alors on a
Pr(q) = Pr+1(q) = · · · = Ps(q).

Ici, la condition "P : I → Rn affine par morceaux" signifie que l’ensemble D des
points de I en lesquels P n’est pas différentiable (en incluant les extrémités de I

qui sont dans I) est un sous-ensemble discret de I et que la différentielle de P est
localement constante sur I \D. Une telle fonction admet toujours une dérivée à droite
P′(q+) en tout point q ∈ I, q 6= inf I, et une dérivée à gauche P′(q−) en tout point
q ∈ I, q 6= sup I. La pente d’une composante Pr de P sur un sous-intervalle ouvert H
de I \ D est la valeur (constante) de sa dérivée sur H ou, de manière équivalente, la
pente de son graphe sur H.

La figure suivante issue de [15] montre le graphe combiné des fonctions Pr, . . . , Ps
sur un voisinage d’un point q sous les hypothèses de la condition (S3). Dans ce cas,
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les fonctions Pr+1, . . . , Ps coïncident à gauche de q tandis que Pr, . . . , Ps−1 coïncident
à droite de q.

Figure 3 – Illustration de la condition (S3)

Proposition 8.3.2. Supposons I = [q0,∞[ avec q0 ≥ 0. Alors les n-systèmes sur I
sont exactement les (n, 0)-systèmes sur I. En particulier, tout n-système rigide est un
n-système.

Preuve La démonstation est laissée au lecteur et ne présente pas de difficulté particu-
lière. Il suffit de revenir à la définition 7.3.7 d’un (n, 0)-système.

�

Théorème 8.3.3. Soit u ∈ Rn non nul. Alors il existe q0 ≥ 0 et un n-système P sur
[q0,∞[ tel que Lu − P soit bornée sur [q0,∞[. Réciproquement, pour tout n-système
P sur un intervalle [q0,∞[ avec q0 ≥ 0, il existe un vecteur u ∈ Rn non nul tel que
Lu −P soit bornée sur [q0,∞[.

Preuve La première assertion provient du théorème 7.1.3 (puisque tout n-système
rigide est également un n-système). La seconde assertion vient du théorème 7.4.20
(puisque tout (n, 0)-système est également un n-système). Notons que considérer un
vecteur u non nécessairement unitaire ne change rien.

�

Le but de cette partie est d’étendre ce théorème d’approximation à une classe
de fonctions plus grande : les n-systèmes généralisés. L’étude des sous-familles de
(ω0, . . . , ωn−1, ω̂0, . . . , ω̂n−1) sur Rn+1 \ {0} se ramènera à des problèmes sur des
(n+ 1)-systèmes généralisés.

Les deux lemmes ci-dessous donnent des exemples de n-systèmes. Le deuxième
permet notamment le recollement de n-systèmes.

Lemme 8.3.4. Soit a, b ∈ R des réels tels que 0 ≤ a < b. Alors il existe un n-système
P : [a, b]→ Rn tel que P(a) = (a/n, . . . , a/n) et P(b) = (b/n, . . . , b/n).

Preuve Nous suivons la construction de [15]. On pose qi := (n − i)a/n + ib/n pour
i = 0, . . . , n et pour j = 1, . . . , n on définit Pj comme l’unique fonction continue
affine par morceaux sur [a, b] qui est constante égale à a/n sur [q0, qn−j ], de pente 1
sur [qn−j , qn−j+1], et constante égale à b/n sur [qn−j+1, qn]. Alors P = (P1, . . . , Pn) :
[a, b]→ Rn est un n-système qui convient.
La figure suivante tirée de [15] illustre le graphe combiné de ce n-système.
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Figure 4 – Graphe combiné d’un n-système pour le lemme 8.3.4

�

Lemme 8.3.5. Soit a, b, c ∈ R vérifiant 0 ≤ a < b < c. On suppose que P(1) :
[a, b] → Rn et P(2) : [b, c] → Rn sont deux n-systèmes vérifiant P(1)(b) = P(2)(b) =
(b/n, . . . , b/n). Alors il existe un n-système P sur [a, c] qui prolonge P(1) et P(2).

Preuve Il existe une unique fonction P : [a, c]→ Rn qui prolonge P(1) et P(2). Elle est
continue mais pas nécessairement différentiable en b. Cependant, elle vérifie la condition
(S3) en q = b puisque toutes ses coordonnées sont égales en ce point. C’est donc un
n-système.

�

Soit I un sous-intervalle de [0,∞[ et D un sous-ensemble discret de I. En combi-
nant les deux lemmes précédents on peut construire un n-système P sur I tel que
P(q) = (q/n, . . . , q/n) aux points q ∈ D. En choisissant D judicieusement, cela
assure que supq∈I ||P(q) − P̃(q)||∞ est fini et arbitrairement petit, où on a posé
P̃(q) = (q/n, . . . , q/n) pour tout q ∈ I. Un argument supplémentaire permettra de
garder les propriétés d’approximation par des n-systèmes pour des fonctions plus géné-
rales (P̃ en fera partie) : les n-systèmes généralisés. La proposition 8.3.7 et le corollaire
8.3.8 formalisent cette affirmation.

Définition 8.3.6. Soit I un sous-intervalle de [0,∞[ d’intérieur non vide. Un n-système
généralisé sur I est une fonction continue affine par morceaux P = (P1, . . . , Pn) : I →
Rn qui vérifie les propriétés suivantes :

(G1) Pour tout q ∈ I on a 0 ≤ P1(q) ≤ · · · ≤ Pn(q) et P1(q) + · · ·+ Pn(q) = q.
(G2) Si H est un sous-intervalle d’intérieur non vide de I sur lequel P est différen-

tiable, alors il existe des entiers r et r vérifiant 1 ≤ r ≤ r ≤ n et tels que Pr, Pr+1, . . . , Pr
coïncident sur tout H et sont de pente 1/(r− r+ 1) tandis que les autres composantes
Pj de P sont constantes sur H.

(G3) Si q est un point intérieur à I en lequel P n’est pas différentiable, si r, r, s, s
sont les entiers pour lesquels

P ′j(q−) = 1
r − r + 1 (r ≤ j ≤ r) et P ′j(q+) = 1

s− s+ 1 (s ≤ j ≤ s), (8.9)

et si r < s, alors on a Pr(q) = Pr+1 = · · · = Ps(q).
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La figure qui suit (issue de [15]) est le graphe combiné des fonctions Pr, . . . , Ps au
voisinage d’un point q sous les hypothèses de la condition (G3) quand r < s.

Figure 5 – Illustration de la condition (G3) quand r < s

Tout n-système est aussi un n-système généralisé (avec r = r dans la condition
(G2)).

Proposition 8.3.7. Soient P̃ un n-système généralisé sur un sous-intervalle d’in-
térieur non vide I de [0,∞[ et D un sous-ensemble discret de I. Alors il existe un
n-système P sur I tel que P(t) = P̃(t) pour tout t ∈ D.

Preuve Nous ne faisons ici que la construction de Roy (cf [15], Proposition 4.6) sans
vérifier qu’elle a les propriétés énoncées.
Soit D0 l’ensemble des points de I où P n’est pas différentiable auquel on a adjoint
les frontières de I contenues dans I. Comme D0 est un sous-ensemble discret de I, on
peut supposer sans perte de généralité que D contient D0. On peut aussi supposer que
I et D ont mêmes bornes supérieure et inférieure, quitte à ajouter des points à D.

Soit ]t1, t2[ un intervalle maximal de I \D (nécessairement ouvert et borné d’après
les hypothèses ci-dessus). Alors t1 et t2 appartiennent à D et comme D ⊂ I, [t1, t2] est
un sous-intervalle de I. Comme P̃ est différentiable sur ]t1, t2[, il existe des entiers r et
r avec 1 ≤ r ≤ r ≤ n tels que P̃r, . . . , P̃r coïncident et sont de pente 1/(r − r + 1) sur
]t1, t2[ tandis que les autres composantes P̃j sont constantes égales à cj sur ce même
intervalle. On pose

m := r − r + 1 et c := (c1 + · · ·+ cr−1) + (cr+1 + · · ·+ cn).

Par le lemme 8.3.4 il existe un m-système (A1, . . . , Am) sur [t1, t2] vérifiant

(A1(ti), . . . , Am(ti)) =
( ti
m
, . . . ,

ti
m

)
pour i = 1, 2.

Puisque P̃j(q) = (q−c)/m pour j = r, . . . , r et q ∈ [t1, t2], l’application P : [t1, t2]→ Rn
donnée par

P(q) =
(
c1, . . . , cr−1, A1(q)− c

m
, . . . , Am(q)− c

m
, cr+1, . . . , cn

)
(t1 ≤ q ≤ t2),

coïncide avec P̃ aux points q = t1, t2. Comme les intervalles [t1, t2] recouvrent I et n’ont
pas de points intérieurs en commun, cela implique que P : I → Rn est une fonction
affine par morceaux continue qui coïncide avec P̃ sur D.

Roy montre alors que P est un n-système (cf [15] pour la fin de la preuve).
�

Corollaire 8.3.8. Soit P̃ : I → Rn un n-système généralisé et ε > 0. Alors il existe
un n-système P sur I tel que ||P̃(q)−P(q)||∞ ≤ ε pour tout q ∈ I.
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Preuve On reprend la preuve de Roy dans [15]. Soit D l’ensemble de tous les multiples
kε/2 (k ∈ N) qui sont dans I. Par la proposition 8.3.7, il existe un n-système P sur
I tel que P(t) = P̃(t) pour tout t ∈ D. Puisque les composantes de P et P̃ sont de
pentes 0 et 1, on a pour tous q ∈ I et t ∈ D

||P̃(q)−P(q)||∞ ≤ ||P̃(q)− P̃(t)||∞ + ||P(q)−P(t)||∞ ≤ 2|q − t|.

On conclut en choisissant t tel que |q − t| ≤ ε/2.
�

Ainsi, le théorème 8.3.3 reste valable pour les n-systèmes généralisés.

8.4 Une famille de n-systèmes généralisés
Soit n ≥ 2 un entier. On considère l’ensemble

∆(n) = {(a1, . . . , an) ∈ Rn ; 0 < a1 < · · · < an et a1 + · · ·+ an = 1}

et son adhérence

∆(n) = {(a1, . . . , an) ∈ Rn ; 0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ an et a1 + · · ·+ an = 1}.

Si P est un n-système généralisé et q ∈ I∩R∗+, alors par la condition (G1) de la définition
8.3.6 on a q−1P(q) ∈ ∆(n). Pour j = 1, . . . , n on définit une fonction ψj : ∆(n) → R
par

ψj(a1, . . . , an) = a1 + · · ·+ aj .

Pour prouver le théorème 8.1.4 Roy utilise la construction qui suit.

Proposition 8.4.1. Soit a = (a1, . . . , an) ∈ ∆(n). On pose

qi = a1 + · · ·+ ai + (n− i)ai (1 ≤ i ≤ n),
qn−1+i = (i− 1)ai + ai + · · ·+ an (1 ≤ i ≤ n).

Alors il existe un unique n-système généralisé P = (P1, . . . , Pn) sur [q1, q2n−1] =
[na1, nan] dont le graphe combiné est le suivant :

Figure 6 – Graphe combiné d’un n-système généralisé.

(Sur cette figure, chaque nombre 1/m désigne la pente d’un segment et m est le
nombre de composantes de P dont le graphe coïncide avec ce segment sur l’intervalle
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[qi, qi+1] correspondant.)

De plus, pour j = 1, . . . , n− 1 on a

inf ψj(q−1P(q)) = ψj(a) et supψj(q−1P(q)) = j

n

où les bornes inférieure et supérieure sont toutes deux prises sur l’ensemble des q ∈
[na1, nan].

Preuve Cf [15] (proposition 5.1).

�

Le prochain résultat permet de changer l’intervalle de définition d’un n-système
généralisé tout en conservant certaines informations.

Lemme 8.4.2. Si P : [a, b] → Rn est un n-système généralisé avec b > a > 0 alors,
pour tout d > c > 0 vérifiant d/c = b/a, l’application P̃ : [c, d]→ Rn donnée par

P̃(q) = c

a
P
(a
c
q
)

(q ∈ [c, d])

est aussi un n-système généralisé. De plus on a pour tout j = 1, . . . , n

inf
q∈[a,b]

ψj
(
q−1P(q)

)
= inf
q∈[c,d]

ψj
(
q−1P̃(q)

)
et sup

q∈[a,b]
ψj
(
q−1P(q)

)
= sup
q∈[c,d]

ψj
(
q−1P̃(q)

)
.

En fait, le graphe combiné de P̃ est l’image du graphe combiné de P par un chan-
gement d’échelle de rapport c/a. Remarquons enfin que le lemme 8.3.5 reste vrai pour
les n-systèmes généralisés, ce qui permet de montrer la proposition suivante.

Proposition 8.4.3. Soit E un sous-ensemble non vide de ∆(n). Alors il existe un
n-système généralisé P sur [1,∞[ qui vérifie pour j = 1, . . . , n

lim inf
q→∞

ψj
(
q−1P(q)

)
= inf ψj(E) et lim sup

q→∞
ψj
(
q−1P(q)

)
= j

n
.

Preuve On reprend la construction de [15] (proposition 5.4).
Si E = {(1/n, . . . , 1/n)}, on prend simplement P(q) = (q/n, . . . , q/n) (avec q ≥ 1).
Sinon, on choisit une suite (a(i))i≥1 de points de ∆(n) dont l’ensemble des points d’ac-
cumulation est l’adhérence E de E. Pour tout i ≥ 1, on considère le n-système généralisé
attaché au point a(i) par la proposition 8.4.1 et, en partant de q1 = 1, on utilise récur-
sivement le lemme 8.4.2 pour le transformer en un n-système généralisé P(i) défini sur
un intervalle de la forme [qi, qi+1]. Par construction on a

inf
q∈[qi,qi+1]

ψj
(
q−1P(i)(q)

)
= ψj(a(i)) et sup

q∈[qi,qi+1]
ψj
(
q−1P(i)(q)

)
= j

n
. (8.10)

Notons aussi que

P(i−1)(qi) = P(i)(qi) = (qi/n, . . . , qi/n) (i ≥ 2)

et que lim sup qi+1/qi > 1 car E contient au moins un point (a1, . . . , an) tel que an > a1.
Cela implique lim qi =∞ et donc il existe un unique n-système généralisé P sur [1,∞[
dont la restriction à [qi, qi+1] est P(i) pour tout i ≥ 1. Par (8.10), on obtient finalement

lim inf
q→∞

ψj
(
q−1P(q)

)
= lim inf

q→∞
ψj(a(i)) = inf ψj(E) et lim sup

q→∞
ψj
(
q−1P(q)

)
= j

n

pour j = 1, . . . , n.
�
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8.5 Preuve du théorème principal
Le résultat qui suit est dernier résultat intermédiaire dont nous avons besoin pour

démontrer le théorème 8.1.4.

Proposition 8.5.1. Soit n ≥ 1 un entier. Supposons que ψ1, . . . ψn ∈ [0, 1] vérifient
les inégalités ψ

n
≤ n/(n+ 1) et

ψ
j

j
≤
ψ
j+1

j + 1 et
1− ψ

j

n+ 1− j ≤
1− ψ

j+1

n− j
(1 ≤ j ≤ n− 1). (8.11)

Alors il existe un sous-ensemble fini non vide E de ∆(n+1) tel que

ψ
j

= minψj(E) (1 ≤ j ≤ n).

Preuve On présente la construction de la proposition 6.1 de [15].
Si n = 1 on a ψ1 ≤ 1/2 et on prend simplement E = {(ψ1, 1 − ψ1)}. Supposons
maintenant que n ≥ 2 et soit k ∈ {1, . . . , n− 1}.
Affirmation : il existe un a ∈ ∆(n+1) tel que ψj(a) ≥ ψ

j
pour j = 1, . . . , n avec

égalité pour j = k et j = k + 1.
Pour montrer cela on pose c = ψ

k
/k et d = (1−ψ

k+1)/(n−k), et on considère le point

a = (c, . . . , c︸ ︷︷ ︸
k fois

, ψ
k+1 − ψk, d, . . . , d︸ ︷︷ ︸

(n−k) fois

) ∈ Rn+1.

Par hypothèse c ≥ 0, et les inégalités (8.11) pour j = k donnent c ≤ ψ
k+1 − ψk ≤ d.

Comme la somme des coordonnées de a vaut 1, cela assure que a ∈ ∆(n+1). Notons
aussi que les inégalités (8.11) montrent que les quotients ψ

j
/j et (1− ψ

j
)/(n+ 1− j)

sont des fonctions croissantes de j ∈ {1, . . . , n}. On en déduit que pour j = 1, . . . , k
on a ψ

j
/j ≤ c et finalement ψj(a) = jc ≥ ψ

j
avec égalité si j = k. De même, pour

j = k+1, . . . , n on a d ≤ (1−ψ
j
)/(n+1−j) et on obtient ψj(a) = 1−(n+1−j)d ≥ ψ

j
,

avec égalité si j = k + 1. Cela prouve l’affirmation.
On conclut en faisant varier k, ce qui donne un ensemble fini de points avec les propriétés
requises.

�

Remarque : En général on ne peut pas espérer que E consiste en un unique élément.
Roy fournit un contre-exemple assez simple dans son article. Il remarque en effet que
tout point a = (a1, . . . , an+1) ∈ ∆(n+1) vérifie

ψj−1(a) + ψj+1(a)− 2ψj(a) = aj+1 − aj ≥ 0 (2 ≤ j ≤ n),

et par conséquent il n’y a par exemple aucun a ∈ ∆4 vérifiant ψ1(a) = 0, ψ2(a) = 1/3,
ψ3(a) = 1/2 bien que (ψ1, ψ2, ψ3) = (0, 1/3, 1/2) vérifie les inégalités (8.11) pour n = 3.

Preuve [du théorème 8.1.4]. Nous reprenons les arguments de [15]. Soit ω0, . . . , ωn−1 ∈
[0,∞] vérifiant les conditions du théorème 8.1.4. Comme le suggère la proposition 8.2.2
on définit

ψ
j

:= 1
ωn−j + 1 ∈ [0, 1] (1 ≤ j ≤ n).

Ces nombres vérifient toutes les hypothèses de la proposition 8.5.1 ci-dessus. Soit E le
sous-ensemble de ∆(n+1) donné par cette proposition et P le (n+1)-système généralisé
sur [1,∞[ construit dans la proposition 8.4.3 à partir de ce choix de E. Alors on a

lim inf
q→∞

ψj
(
q−1P(q)

)
= inf ψj(E) = ψ

j
et lim sup

q→∞
ψj
(
q−1P(q)

)
= j

n+ 1 .
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Le corollaire 8.3.8 et le théorème d’approximation 8.3.3 fournissent l’existence d’un
vecteur u ∈ Rn+1 non nul tel que la différence P − Lu soit bornée sur [1,∞[. Cela
implique, par définition des quantités ψ

j
(u) et ψj(u),

ψ
j
(u) = ψ

j
et ψj(u) = j

n+ 1 (1 ≤ j ≤ n).

Maintenant, en utilisant la proposition 8.2.2, cela implique que pour j = 0, . . . , n− 1,

ωj(u) = 1
ψ
n−j(u) − 1 = ωj et ω̂j(u) = 1

ψn−j(u)
− 1 = j + 1

n− j
.

Enfin, puisque ω̂n−1(u) = n < ∞, les coordonnées de u sont nécessairement linéaire-
ment indépendantes sur Q (cf la remarque après la définition 8.1.1).

�
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