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1 Introduction

Ce mémoire se propose d’étudier deux aspects de la théorie de I'approximation
diophantienne. Le premier est celui de la hauteur de sous-espaces vectoriels définis sur
un corps de nombres K et des théoréemes d’approximation qui y sont liés. Schmidt a
publié en 1967 un article fondateur sur ce sujet ([I7]); Pobjectif des parties [2] & || est
d’étudier en détails la majeure partie de cet article de Schmidt. L’une des questions
a la source de approximation diophantienne est la suivante (de maniére informelle) :
étant donné un nombre réel o, comment peut-on "bien" 'approcher par des rationnels
p/q qui ne soient "pas trop compliqués', i.e. tels que p et ¢ soient premiers entre eux
et pas trop grands? On peut voir ce probleme d’une autre maniére : étant donné une
droite de R? de coefficient directeur ¢, comment peut-on "bien" I'approcher par une
droite de coefficient directeur p/q (on veut donc que 'angle entre ces deux droites soit
le plus petit possible) qui ne soit pas trop "compliquée' ? De 1a on peut généraliser ce
probléme : étant donné un sous-espace vectoriel A de dimension d d’un espace vectoriel
E de dimension n (euclidien ou hermitien), comment peut-on "bien" approcher A
par des sous-espaces vectoriels B de dimension e définis sur un corps de nombres K
(i.e. qui possédent une base de vecteurs & coordonnées dans K) qui ne soient 'pas
trop compliqués" ? Pour définir cette notion de proximité, Schmidt utilise les angles
d’inclinaison (A, B) entre deux sous-espaces A et B; cela fait objet de la partie
Deux sous-espaces sont "proches" si leurs angles d’inclinaison sont petits. Dans le cas
o d=1 (i.e. A est une droite) et E = R", il n’y a qu’un seul angle d’inclinaison, qui
correspond a l'angle aigu entre un vecteur directeur de A et son projeté orthogonal
sur B (dans le cas ol ce projeté est non nul, sinon angle vaut 7/2). Pour caractériser
la "complexité" d’un sous-espace B défini sur K, Schmidt utilise la notion de hauteur
H(B). Dans la partie[2]nous introduisons entre autres des outils utiles pour la définition
de cette notion (comme les coordonnées de Grassmann). C’est dans la partie |4 que I'on
définit explicitement la hauteur. Schmidt donne une deuxieéme définition équivalente
utile et plus géométrique que nous étudions aussi et qui permet de 'exprimer en
fonction du covolume d’un réseau d’un certain espace euclidien (Cf partie [4.2) ; c’est
cette derniére définition qu’utilise notamment Roy dans son article [I5]. Une fois tout
cela posé, nous sommes en mesure d’énoncer les premiers résultats d’approximation
diophantienne de Schmidt ; c’est I’objet de la partie 5] (et plus particulierement .
L’objectif des parties de ce mémoire est double : d’une part nous y avons développé
(en proposant la plupart des preuves) les outils qu’utilise Schmidt sans démonstration
en renvoyant a d’autres ouvrages (comme c’est le cas notamment pour les coordonnées
de Grassmann), et d’autre part nous avons essayé de fournir un certain nombre de
démonstrations que laisse partiellement ou totalement Schmidt au lecteur (par exemple
le cas (b) des théorémes et . Notons également que les arguments de Schmidt
pour le théoréme (going-down) pour le cas (b) ne fonctionnent pas & un endroit
de la preuve; nous avons proposé une correction pour les rendre valables.

Le deuxiéme aspect abordé par ce mémoire (parties |§| a|8)) est celui d’'un domaine
relativement nouveau fondé par Schmidt et Summerer : la géométrie paramétrique des
nombres (Cf [I8], [I9] et les travaux plus récents de Roy [I4], [I5]). Dans ce cadre
Schmidt et Summerer ont redémontré un certain nombre d’inégalités classiques d’ap-
proximation diophantienne et en ont découvert de nouvelles. L’idée de la géométrie pa-
ramétrique des nombres développée par Schmidt et Summerer dans [I8] et [19] est d’étu-
dier la suite des minima successifs d’une famille de corps convexes paramétrée par un
réel @ > 1 pour un réseau fixé construit & partir d’un vecteur u = (1,&1,...,£,—1) € R"
dont les coordonnées sont linéairement indépendantes sur Q. Le logarithme en base @
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de ces minima est intimement 1ié & des exposants classiques d’approximation diophan-
tienne. Dans la partie [6] nous parlons plus en détails de ces problémes. Schmidt et
Summerer ont pu, grace a cette nouvelle maniere de traiter les problemes d’approxi-
mation rationnelle, redémontrer des inégalités classiques et en découvrir de nouvelles.
Dans [I9] les auteurs montrent que le n-uplet des minima successifs d’une famille de
corps convexes symétriques par rapport a un certain réseau A(u) (avec u € R™) peut
étre approximé par une fonction d’une certaine classe (les (n,y)-systémes, cf définition
. Les auteurs conjecturent que réciproquement, a toute fonction de cette classe
correspondrait un vecteur u de sorte qu’elle approcherait les minima successifs associés
au réseau A(u) et a la famille de corps convexes paramétrés. Roy démontre dans un
article récent [I4] cette conjecture en simplifiant la classe de fonctions considérée (il
le montre pour des n-systémes rigides qui sont des (n,0)-systémes particuliers, cf dé-
finition [7.1.2). La partie [7] est consacrée a D'article [14] et a la présentation du schéma
de la preuve de Roy. Dans l'article [I5], il donne une importante application de son
théoréme. Soit n > 1 un entier et u € R™ non nul. Pour tout @ > 1, 'auteur définit en
suivant I'idée de Schmidt et Summerer le corps convexe suivant :

Ca(@) ={xeR"™; ||x|| <1, [|x-u[<Q7"}

et note A\ (Cu(Q)) < -+ < Apy1(Cu(Q)) ses m + 1 minima successifs (pour le réseau
Z™). 1l pose aussi

Lu,j(q) =log Aj(Cu(e?)) (¢20,1<j<n+1),
et réunit ces applications en une unique application Ly : [0, co[— R™*! en posant

Lu(q) = (Lu,1(q); - - Lumt1(q)) (¢ >0).

Dans le but d’approximer la fonction Ly, Roy utilise une classe de fonctions déja définie
par Schmidt et Summerer dans le cas particulier suivant (ce sont les (n,0)-systémes
dans [19]). Soit go > 0. Un n-systéme sur [go, o[ est une fonction continue affine par
morceaux P = (P1,..., P,) : [qo, 0o[— R™ vérifiant les conditions suivantes :

(S1) Pour tout ¢ > goona 0 < Pi(q) <--- < Py(q) et Pi(q)+ -+ Pu(q) =q.

(52) Si H est un sous-intervalle ouvert non vide de [go, oo[ sur lequel P est diffé-
rentiable, alors il existe un entier r (1 < r < n) tel que P, est de pente 1 sur H et P;
est constante sur H pour tout j # r.

(83) Si ¢ > qo est un point en lequel P n’est pas différentiable et si les en-
tiers r et s qui vérifient P/(¢”) = P.(¢") = 1 sont tels que r < s, alors on a

P.(q) = Pry1(q) = -+ = Ps(q).

Roy prouve alors I'important résultat suivant :

Théoréme 1.0.1. Soit u € R™ non nul. Alors il existe qo > 0 et un n-systéme P sur
[qo, 00[ tel que Ly — P soit borné sur [qo, oo[. Réciproqguement, pour tout n-systéme P
sur un intervalle [qo, 0o avec qo > 0, il existe un vecteur u € R™ non nul tel que Ly —P
soit borné sur [qo, 00l

En fait Roy prouve méme ce résultat pour une classe de fonctions encore plus réduite
dans [I4] (les n-systémes rigides; cf la partie m de ce mémoire ot nous présentons la
construction de Roy). Dans [19], Schmidt et Summerer montrent la premiére assertion
de ce théoréme pour une classe de fonctions plus grande que nous passons sous silence ici
(les (n,y)-systemes, cf [I9] p. 59). Avant de parler de I'intéressante application que tire
Roy de son théoréme, rappelons les exposants classiques d’approximation diophantienne
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que nous évoquions.
Soit n > 1 et u € R"™\ {0}. Pour j = 0,...,n—1 on note w;(u) (resp. &;(u)) la borne
supérieure de I’ensemble des réels w tels que pour des @ arbitrairement grands (resp.
pour tout @ assez grand) il existe un sous-espace S C R"*! défini sur Q de dimension
j + 1 vérifiant
H(S)<Q et H(S)dist(u,S) <Q™“,
ou la distance (projective) dist(u, S) du vecteur u au sous-espace S est égale, en notant
projg. la projection orthogonale sur S=, &
roj u
st ) _ Prols: (]

Géométriquement, cela représente le sinus de I’angle le plus petit entre la droite engen-
drée par u et S; cet angle est le premier angle d’inclinaison entre la droite engendrée
par u et S.

On peut établir un certain nombre de résultats sur ces exposants. D’abord, un
théoreme de Schmidt [I7] (cf le théoréme de ce mémoire) assure que
j+1
n—7j

wj(u) = Wj(u) > (0<j<n-—1).

On a aussi les encadrements suivants :

Théoréme 1.0.2 (Schmidt, Laurent). Soit n > 1 un entier. Pour tout vecteur u €
R non nul on a wo(u) > 1/n et

(n = Jw;(u) -1
n—j+1

Jwi(w) o)
wi(u)+j+1

L) < Q<j<n-1), (L1
en définissant par convention le quotient de gauche comme étant égal a j et celui de
droite & oo st wj(u) = oo.

Les inégalités de droite peuvent se prouver a 'aide du going-up (théoréme et
celles de gauche a I'aide du going-down (théorémel5.2.2) de [I7] (Cf le théoréme[8.1.3]de
la partie de ce mémoire pour le détail de la preuve). Ces inégalités ont été observées
par Laurent dans [9] qui introduisit alors les exposants w;(u). Dans le méme article
il fait la remarque que chaque inégalité (1.1) prise individuellement est la meilleure
possible car en les combinant on trouve les inégalités de transfert de Khinchine qui
sont connues pour étre optimales. On peut aussi montrer que I’ensemble des valeurs
prises par w;(u) est tout Uintervalle [(j + 1)/(n — j), o0[.

En exprimant ces quantités w;(u),@;(u) dans le langage de la géométrie paramé-
trique des nombres et en utilisant le théoreme Roy montre

Théoréme 1.0.3 (Roy, 2014). Soit n > 1 un entier. Soient wy,...,w,—1 € [0,00]
vérifiant les inégalités wo > 1/n et

Jw; (n—jw; —1

— 7 < wi_ - 1<5<n-1).
wj+7+17 It = n—j7+1 ( J )

Alors il existe un vecteur u € R"*! dont les coordonnées sont Q-linéairement indépen-
dantes et tel que
j+1

wj(u) =w; et @j(u):n_j

(0<j<n-—1).

Ce théoréme est le résultat principal de [I5] (cf partie [8| de ce mémoire).
Davantage que les détails techniques des preuves, dans les parties [6] & [B nous avons
essayé de retranscrire les structures et la plupart des constructions mises en jeu dans
ces deux théorémes.
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2 Propriétés du déterminant, coordonnées de Grass-
mann et géométrie des nombres

2.1 Propriétés générales du déterminant, déterminants et ma-
trices composés

Dans cette section sera présenté un certain nombre de résultats techniques sur le
déterminant. La plupart sont issus de [I] et [5], les preuves proposées sont cependant
parfois un peu différentes de celles des auteurs. Leur utilité premiére pour nous est de
pouvoir établir les propriétés de base des coordonnées de Grassmann (et coordonnées
de Grassmann duales) du paragraphe ainsi que celles des corps convexes composés
du paragraphe La notion la plus importante est celle des matrices composées
et adjointes composées p-emes A®) et Adj(p)A. Les premiers résultats techniques
s’exprimeront facilement en termes de propriétés de ces matrices. Par ailleurs, elles
nous permettront de définir simplement ce qu’est un ensemble de coordonnées de
Grassmann d’un sous-espace de K.

Soit 1 < p < n deux entiers fixés. On pose N = (Z) Les conventions suivantes sont
importantes et seront réutilisées dans les parties et Elles sont personnelles et
inspirées de celles utilisées par Schmidt dans [I7] pour introduire les coordonnées de
Grassmann. On ordonne les p-uplets (j1 < --- < jp) d’éléments distincts de [1,n] par
Pordre lexicographique (il y en a N); i désignera le i-éme de ces p-uplets (attention, n
et p sont sous-entendus dans cette définition, on s’assurera que le contexte dans lequel

on l'utilisera ne laissera pas d’ambiguité) et on notera (i; < --- < ip) ses éléments.
On notera également i’ = (i,11 < -+ < i) son complémentaire. Notons qu’il y a
également N (n — p)-uplets (jp+1 < -+ < jn) qu’on peut également ordonner par

l'ordre lexicographique. Si i est plus petit que j pour l'ordre lexicographique, alors i
est plus grand que j' : on en déduit donc que i’ est le (N —i+1)-¢me des (n—p)-uplets.
S’il n’y a pas d’anfﬁ)igul'té7 Jj=(j1 <+ < jn—p) pourra donc aussi désigner le j-éme
des (n — p)-uplets (avec nos notations, si i est un p-uplet, alors i’ = N — i+ 1). Nous
ne nous servirons pas tout de suite de ces notations.

M, 4 désignera dans cette section ’espace des matrices sur un anneau commutatif
unitaire fixé (en pratique, ce sera souvent C ou un sous-corps de C) & p lignes et ¢
colonnes .

Les notations suivantes (issues de [5]) seront commodes pour des raisons techniques.

Définition 2.1.1. Soient iy,...,i, € {1,...,n}. Si o(k) := i; définit une permutation
de {1,...,n} alors on note &' sa signature. Sinon on pose g¥-in = (.

Définition 2.1.2. Soient (i1,...,%p) et (j1,...,Jp) deux p-uplets d’entiers. Si

{i1,...yip} = {j1,--.,Jp} = I sont de cardinal p et inclus dans {1,...,n} alors on
g Z” J1---dp

définit 5(711')" ? ou plus simplement §*1-% §’il n’y a pas d’ambiguité, comme étant le

produit des signatures des permutations de I associées & (i1,...,4p) et (j1,...,7p) (en

d’autres termes c’est la signature de la permutation qui envoie i sur jg). Sinon, on
i
pose d%-+tr = (.
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Dans ce cadre, si A = (a;5);,; est une matrice de taille n, alors on a

det A= " (o) [[ ao (2.1)
ceG, i=1
n

S | (2.2)
k=1

1eeyin=1

La deuxieme formule peut paraitre plus lourde que la premieére mais s’avere bien plus

pratique pour faire des calculs avec des déterminants extraits. On a notamment la
J1--dn

propriété utile suivante, qui vient directement de la définition de d71--in et de (2.2)) :

Proposition 2.1.3. Si B = (b;;);; est une matrice de taille p X q et A une sous-

matrice de taille n dont les éléments sont ceux des lignes iy < --+ < iy et des colonnes
71 <+ <Jn de B, alors

P Eiooky {2
detA= Y s0i [ bug. (2.3)
ki,....kn=1 =1

Le théoreme suivant connu sous le nom de développement de Laplace est une géné-
ralisation des formules classiques de développement du déterminant par rapport a une
ligne ou a une colonne.

Théoréme 2.1.4 (Développement de Laplace). Soit A = (a;5);; une matrice de taille
n et (i1,...,in), (J1,---,7n) deux permutations de {1,...,n}. On fire 1 < p < n un
entier. Alors on a les deux formules suivantes :

i Akyjr -+ Qkyjp Akpy1jprr -+ Okpiijn
det A = g dki.kn : , (2.4)
k1 <---<kp . . . .
kp+1<"'<kn akp]l akp]p akn]p+l akn]n
et
X ailkl e ailkp aip+1kp+l e aimlk”
1---Fm
detA= ) Sirin | Col : : . (25)
k1<"'<kp . . . i
kp+1<-~<kn azpkl - alpkp aznkp+1 . alnkn

Preuve La démonstration présentée ici est tirée de [5] (chapitre II, section 8).

Prouvons (2.4)) et fixons (j1,...,jn).
On réarrange les facteurs a;; dans (2.2)) pour faire apparaitre les j, et on obtient en

posant kj :=ij, :

n n n n
_ i o d1edn ko kn _
det A = E € Hakm =c X E € Hakmv (2.6)
i1,eensin=1 1=1 kiyeokn=1 =1

en utilisant 1égalité gt in = git-nghi-kn

On fixe (ki,...,ky) avec by < - <kpetkpi1 <---<kp(ilya (g) tels n-uplets). On
considere les permutations (&1, ..., k) de {1,...,n} tels que (ki,...,k;,) soit une per-
mutation de {k1,...,kp}; (kpyq,---,k;,) est alors une permutation de {kpi1,...,kn}-
Iy a pl(n — p)! telles permutations.

Kokl KDk

J1---Jn
. . ’ ’ . . ~
Comme g/t-Inghi-kn — §ki..kn§ki-kp§kp+1--kn Ja contribution & la somme (2.6) de
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ces permutations vaut

’ L ’ ’
T A AN A

Ji---Jn n
k1. kn x E ok1-kp §kpt1.-kn Hak/jz
l

K)okt =1 =1
].Zl-n.}]%n
= Ok1.-kn Ak; .5 |1§i,l§p . |akp+mp+l |1§i7l§n—p

.3f). D’ou le résultat.
On obtiet (2.5)) par transposition.

Le théoreme qui suit généralise la formule donnant ’expression d’un coefficient d’un

produit de deux matrices en fonction des coefficients de chacun des facteurs. Ici, on
exprime les mineurs d’'un produit de deux matrices en fonction des mineurs de chacun

des deux facteurs. Plus tard, on donnera une version matricielle de ce théoreme.

Théoréme 2.1.5. Soit A = (aij)i,j € MPJU B = (bij)i,j S Mn,q et C = (C'L’j)i,j =

AB e M, ,. Soit t <min(p,q,n), i1 <--- <y et j1 <--- < j. Alors

Civgi -+ Citgi Uiy oy - Qg ky bkygi oo bkije

ki1<---<k:

Cir,ji -+ Cigjge Aiyky oo Qi ky bktJl s bktvjt

Preuve La preuve est issue de [5](chapitre II, section 8).

On note
Civgi - Cinge p t
T1..-Tt
D= = Y dnei [Jeny  (par @23))
T1yeeeyTe=1 =1
Cirji -+ Cigge '

n P t t
T1.--Tt
E : E : R I |a’7'z,hl | Ibhla.jl
1 =1 =1

hi,e.o,hi=1T1,...,Tt=
n Aiy,hy oo Qig by t
= E : : : H bhy i -
=1 =1
Qiy,hy oo @iy by

Or, on peut écrire le déterminant dans la somme sous la forme

Qiy,hy e Qg by Qiy ke Qi ky
ky...ky

ai“hl a,it,ht ' ait’kl ait’kt

donc finalement

Qiy,ky v Qigky n

Ky ke L
D=} : SN D DL | L%
ki< <k Uiy ky  oe ik, hi,...;he=1 =1
Qiy ke Qi ky bkhjl cee bkhjt
k1<--<k
! | ik e Qi bkmjl s bkt,jt

(2.7)
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Remarque(s) 2.1.6. Dans le cas particulier ot p = ¢ = ¢, la formule précédente est
appelée formule de Cauchy-Binet.

Rappelons-nous les notations introduites en début de paragraphe sur i et i’. Les
définitions qui suivent sont personnelles.

Définition 2.1.7. Soit A une matrice de taille r X s avec min(r,s) > p. Sii = (i1 <
- <ip) est le 4-eme p-uplet de {1,...,7} et j = (j1 < --- < jp) est le j-eme p-uplet
de {1,...,s}, on note :

Qiyjy -0 Giggy,
AR = : (2.8)
aipjl e a’ipjp
Sir =s=:n, on pose
aip+1jp+l et aip+1jn
|A|l(££l)) _ .
ainjp+1 e Qi in

Enfin (toujours dans le cas n = r = s), pour simplifier on notera

ou simplement % §’il n’y a pas d’ambiguité sur le n.
On peut réécrire (2.4)), (2.5) et (2.7) avec ces nouvelles notations :

Théoréme 2.1.8. Soit A = (a;5);; une matrice de taille n. On fite 1 < p < n un
entier. Alors pour tous i et j compris entre 1 et N = (Z) on a les formules suivantes :

N
det A=Y ki A@ |A|g;f> , (2.9)
k=1
et
N .
det A =" etk A B) AP (2.10)
k=1

Théoréme 2.1.9. Soit A = (aij)i,j S Mp)n, B = (bij)i,j S Mn}q et C' = (Cij)i,j =
AB € M, 4. On pose n’ := min(p, q,n), on fize t < n’ et on pose N := (). Alors pour
tout © compris entre 1 et (IZ) et tout 5 compris entre 1 et (g) on a

N
‘CE(‘Z‘ =Y |A|§2 \B@. (2.11)
k=1

On peut définir alors les matrices composée et adjointe composée p-émes d’une
matrice (cf [I] ou [5] p.291). Notons que Hodge et Pedoe les définissent aprés avoir
défini les ensemble de coordonnées de Grassmann, alors que nous allons au contraire

définir les coordonnées de Grassmann comme étant une certaine matrice composée
p-eme (cf le début du paragraphe [2.2)).

Définition 2.1.10. Soit A une matrice de taille r x s et 1 < p < min(r,s) fixé. On
note R := (;) et S := (;) On définit A®) - appelée matrice composée p-eme de A -
comme étant la matrice de taille R x S dont le coefficient (4, j) est

AP =47 (2.12)
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Sir=s=:n (i.e. que A est carrée), chaque mineur d’ordre p de A est associé dans
le développement de Laplace (2.9) & un cofacteur d’ordre n — p (partir de donne
le méme cofacteur). On note Adj(p)A et on appelle matrice composée p-eme ajointe
la matrice transposée de la matrice dont les coefficients sont ces cofacteurs. Ainsi, le
coefficient d’indice (i,7) de AdjP A est

(Adjm)A) = eddAP. (2.13)

i,]

Cette égalité permettra dans la suite d’établir (2.20]) qui fournit une relation entre
Adj P A et AP=P) Un petit calcul et (2.11) permettent d’établir I’agréable propriété
suivante :

Proposition 2.1.11. Soit A € My, et B € M, , deur matrices, et 1 < p <
min(n, p,q) un entier. On pose N = (Z) Alors

IP) =TIy et (AB)P) = AP B, (2.14)

Théoréme 2.1.12. Si A est une matrice carrée de taille n et 1 < p < mn, on a la

formule
AP AP A = AdjP A AP) = (det A) Iy, (2.15)

ou Iy désigne la matrice identité de My . En particulier, on en déduit que
det AP = (det A)(1), (2.16)

et
det Adj® A = (det A)("7"). (2.17)

Preuve Les arguments sont issus de [I] (chapitre 2 et 5).

Montrons d’abord et (2.17) a partir de . On suppose (provisoirement) ici
que nos matrices sont & coefficients dans le corps C. On considére alors det A comme
un polyndme en n? variables, de degré n. Par on a l'identité polynomiale

(det AP) . (det Adj®) A) = (det A)(5).

Remarquons que det A est un polyndéme premier. L’argument est tiré de [I] (chapitre 2,
section 18) : en effet, sinon det A s’écrirait PQ avec P et () non constants. P contient
au moins un certain a;; et donc par , @ ne contient aucun a;; ni ay; (pour tout t).
De méme, @) contient un a,s et le méme argument assure que P ne peut contenir aucun
ar¢ ni agg. Mais alors ni a; ni a,; n’apparaissent dans P et () donc dans PQ = det A,
ce qui est visiblement faux. Donc det A est premier.

On en déduit D'existence de constantes non nulles A et u et d’entiers « et 3 tels
que det A®) = X\(det A)* et det Adj'P A = p(det A)P. En évaluant en A = zI, on a
A®) = 2Py On en déduit immédiatement que A = 1, () = ", donc a = (Zj),
et par suite que p =1 et 5= (";1).

Reste donc a prouver ([2.15]).
Par (2.12) et (2.13), le coefficient d’indice (i, ) de A® Adj) A est alors :

(AP AP A) = et Al Al

0] =

k

Par (2.10) utilisé avec (j,j’), cette somme est égale au déterminant de la matrice
obtenue a partir de A en remplacant la j-éme ligne par la i;-éme ligne, [ = 1...p.
En effet, si on appelle B la matrice ainsi obtenue, le déterminant |B|§p ,1 sera alors égal

10
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a |A|Epk) et |B |§7;,p ) restera inchangé et égal & |A|§7;,p ). Puisque le déterminant est
n-linéaire alterné par rapport aux lignes, B est de déterminant nul si i # j (car cela
signifie que deux lignes au moins de B sont identiques), de déterminant égal & det A si
i=7.Dou

AP AdiP A = (det A)Iy

Un raisonnement similaire permet d’aboutir a
L g
(Ad_]( ) A(p)) ng 4 |A| |A|k'f/l7/p §it--ip det A’

ce qui donne
AdjP A AP) = (det A)Iy

On peut enfin remarquer que (2.15)), (2.16) et (2.17)) sont des identités polynomiales en
leurs coordonnées a coefficients entiers. En particulier, elles restent vraies sur n’importe
quel anneau commutatif unitaire.

O

Remarque : Adj(l)A est simplement la transposée de la comatrice de A et les
formules précédentes sont plus classiques. Le théoreme suivant permet de relier les
mineurs d’ordre p d’une matrice inversible & ceux d’ordre (n — p) de son inverse, et
réciproquement.

Théoréme 2.1.13 (de Jacobi). Soit A une matrice de taillen et 1 < p <n un entier
fixé. Soit i et j compris entre 1 et N = (Z) Alors :

(p)
(Adj®4) 7 (det A)P1AQ®) A,
En particulier, si A est inversible et puisque A~! = (det A)~ 1Adj(1 A, ona

(A 1P = (det A)~AdjP) A. (2.18)

Preuve Hodge et Pedoe ne donnent pas d’énoncé matriciel de ce théoréme dans [5]
mais directement une égalité sur les coefficients des matrices mises en jeu (cf Thm VIII
section 8 chapitre IT). La preuve proposée ici est également différente de la leur : plus
matricielle comme le suggere son énoncé, et utilisant des arguments plus algébriques
qui reposent sur la topologie de C pour éviter les distinctions de cas, et qui s’étendent
ensuite & un anneau commutatif unitaire quelconque. Supposons pour commencer que
A est inversible et que nos matrices sont & coefficients dans le corps C. Alors, d’apres
(2.15)
A7 = (det A)~TAdjM A.

D’autre part, en appliquant (2.14]) & (2.15)) avec p =1, on a
(p) (p)
A®) (Adj(l)A> P (Adj(l)A) Pl — (det A)P Iy,

donc ®)
A1 = (det A)~P (Adj(l)A>p

En identifiant ces deux expressions et en multipliant par (det A)P on trouve le résultat
annoncé. On remarque ensuite que la formule est polynomiale en ses coordonnées,

11
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2 N . A
valable sur 'ouvert dense de C™ correspondant a det A # 0. Elle est donc vraie méme
dans le cas det A = 0. Pour passer & un anneau commutatif unitaire quelconque, il suffit
encore une fois de remarquer que c’est une formule polynomiale en ses coordonnées et

A coefficients entiers.
O

Terminons cette section avec un dernier théoréme qui permet de lier Adj(p )A et
A(=P)_ Ce résultat servira directement pour les coordonnées de Grassmann duales.

Théoréme 2.1.14. Soit n en entier et 1 < p <n firé. On pose N := (Z) et pour tout
i compris entre 1 et N, g; 1= et On définit

0 0 EN
Mi=]| - 0 (2.19)
€1 0 0

Soit A une matrice de taille n. Alors
Mt<Adj(p)A) M1 = An=P), (2.20)
En particulier, si A est inversible on a les formules
(A1) = (det A" —LA—P) g (2.21)
(A" = (det A M AP M1, (2.22)

Preuve Aitken laisse ces résultats en exercice dans son livre.
On note 6;; le symbole de Kronecker qui vaut 1 si ¢ = j, 0 sinon. Si ¢ et j sont
compris entre 1 et N, les coefficients d’indices (i,j) de M et M ! sont respectivement
Mi,j = 5j,N—i+15N—i+1 et (Mﬁl)i,j = 5j,N—i+1€i~ On a alors

2y

(s aar), =5 M (Ad04) 01,

= 5N—i+15N—j+1t(Adj(p)A>

_ (n—p)
= ‘A|(N7i+1)’,(N7j+1)’ )

N—i+1,N—j+1

la derniere égalité étant obtenue a partir de (2.13) en utilisant le fait que

EN,Z»HEN,]»HEM’M = 1. On conclut en se rappelant que (N — i+ 1)/ =iet

(N—j+1) = J (dans le contexte des (n — p)-uplets de {1,...,n}).

La deuxiéme assertion du théoréme s’obtient aisément en se rappelant que A~! =
(det A)~* x AdjY A pour la premicre formule, et en remplacant A par A~ pour la
deuxieme.

O

Remarque(s) 2.1.15.
La transposition commute avec la composée p-éme d’une matrice et M~1 = 'M.

12
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2.2 Coordonnées de Grassmann et coordonnées de Grassmann
duales

On peut naturellement adopter un point de vue projectif pour traiter des coordon-
nées de Grassmann (c’est le point de vue de Hodge et Pedoe dans [5], mais ce n’est
pas celui que 'on adoptera ici). Remarquons également qu'un certain nombre de ré-
sultats de ce paragraphe restent vrais en considérant un module libre de rang fini sur
un anneau commutatif unitaire quelconque. Nous nous restreignons au cas d’un corps
K puisque c’est le cadre qui nous intéresse. Les coordonnées de Grassmann permettent
d’associer a un sous-espace de K" de dimension p une droite de K(:). C’est grace a cette
association que Schmidt définit la hauteur d’un sous-espace de dimension p > 1 dans
[I7]. En fin de section nous verrons que I’on peut définir les coordonnées de Grassmann
de maniere intrinseque pour un sous-espace d’un espace vectoriel F de dimension finie
a l'aide de l'algebre extérieure p-eme : si x1,...,x, sont des vecteurs libres de F, le
vecteur x1 A --- A x, est un ensemble de coordonnées de Grassmann de I’espace vec-
toriel qu’ils engendrent. Si cette définition est élégante et offre une notation agréable,
elle reste cependant peu pratique pour effectuer des calculs explicites, c’est pourquoi
nous commencerons par en donner une différente.

Le résultat principal de cette sous-partie est le théoréme [2:2.6] qui relie les coordonnées
de Grassmann et les les coordonnées de Grassmann duales d’un sous-espace.

Définition 2.2.1. On note ¢ la forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur K"
définie par

QO(X7 Y) = Z TilYi-
=1

Si G est un sous-espace vectoriel de K™, on notera G¥ son orthogonal pour ¢ (sous-
espace vectoriel de codimension dim G).

Soit F' un sous-espace de K" de dimension p. On note N := (’;) On choisit
X1,...,Xp une base de F' et on forme A € M, , la matrice dont les colonnes sont
les Xi-

Définition 2.2.2. On appelle ensemble de coordonnées de Grassmann de F' un vecteur
de la forme A®)(€ My 1) avec A comme ci-dessus.

La proposition suivante établit les premiéres propriétés des coordonnées de Grass-
mann. On trouvera une preuve du point (i) écrite d’'une maniére différente dans [5]
(p-289 — 290).

Proposition 2.2.3. Soit X (resp. X') un ensemble de coordonnées de Grassmann
d’un espace vectoriel F (resp. F') de dimension p, et u un automorphisme de K" de
matrice U. Alors

(i) F=F & (Ba#0 telque X =aX').

(ii) UWPX est un ensemble de coordonnées de Grassmann du sous espace u(F).

Preuve (ii) provient directement de et de la définition d’un ensemble de coor-
données de Grassmann.

Pour (i)(=). Remarquons que si X = A®) et que Y = B® sont deux ensembles de
coordonnées de Grassmann de F', avec A, B € M,, ;,, alors il existe P, matrice de taille
p inversible telle que A = BP. On en déduit par et le fait que P®) = det P que
X =qaY avec a =det P # 0.

13
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Pour (i)(«). Par (2.14) et en composant avec un automorphisme idoine u, on peut se

ramener au cas ou F' est ’espace vectoriel engendré par les p premiers vecteurs de la
base canonique de K" et ou X = (1,0,...,0) provient de la matrice dont les colonnes
sont les p premiers vecteurs de la base canonique. Le résultat devient alors plus im-
médiat : si X’ provient de A’, alors tout mineur formé & partir de p — 1 lignes de A’
choisies parmi les p premiéeres et d’une i-éme ligne (i > p) est nul. Donc nécessairement
cette -¢me ligne est nulle et on a bien F/ = F.

O

Définition 2.2.4. Si F' est un espace vectoriel de dimension p de K™, on note F* la
droite de KV engendrée par un ensemble de coordonnées de Grassmann de F.

Par ce qui précede, cela ne dépend pas du choix de I’ensemble des coordonnées de
Grassmann (et cela caractérise F' parmi les sous-espaces de dimension p).

Définition 2.2.5. Un ensemble de coordonnées de Grassmann duales de F est un
ensemble de coordonnées de Grassmann de F-%.

Remarquons que c’est un vecteur de KV puisque dim F-% = n—p. Un lien tres fort
existe entre les coordonnées de Grassmann et les coordonnées de Grassmann duales.
Si on note 7 I'automorphisme de K" associé & la matrice M (définie par - de
maniére explicite on a 7(n1,...,nn5) = (ENIN,...,€171)) - alors on a le

Théoréme 2.2.6.
(FL9)* = 7(F*). (2.23)

Preuve Les arguments qui suivent sont ceux utilisés par Hodge et Pedoe dans [5] mais
écrits dans un langage un peu différent (plus matriciel et explicite).
Soit X un ensemble de coordonnées de Grassmann de F' qui provient de A € M,, .
Soit B € M, 5, dont les colonnes sont une base de FL¢. Par définition Y := B(n—»)
est un ensemble de coordonnées de Grassmann duales de F'. De plus, A et B sont reliés
par ’équation

BA=0.

Maintenant, si u est un automorphisme de K™ de matrice U, si on change F' en u(F),
alors A est changé en UA et B est changé en ‘U~'B. Par , on en déduit que
X est changé en UP) X, et donc MX est changé en MUP M~1(MX). Par ailleurs
Y est changé en (‘U~1)"=PY. Or, par (2.22), (‘U~1)"P) = (detU)"*MUP M1,
Finalement, 7(u(F)*) et (u(F)-%)* sont les images respectives de 7(F*) et (F+%)*
par un méme automorphisme (I’automorphisme de matrice MU® M~' dans la base
canonique), donc il suffit de montrer le théoréme pour u(F).
On se rameéne ainsi au cas ou les colonnes de A sont les p premiers vecteurs de la base
canonique et celles de B les (n — p) derniers vecteurs de la base canonique.
Dans ce cas-la, X = (1,0,...,0) et Y = (0,...,0,1) et donc M X et Y sont propor-
tionnels, d’ou .

O

On peut adopter un autre point de vue sur les coordonnées de Grassmann - qui
a lavantage de permettre une définition intrinseque des coordonnées de Grassmann
d’un sous-espace F' d’un espace vectoriel FF de dimension finie n - en les reliant a
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I’algébre extérieure. En contrepartie, il faudra passer par une identification dés qu’on
voudra les manipuler de maniere explicite. Pour cela, il suffit de remarquer qu’on a un
isomorphisme canonique entre A”(K") et KV : en notant e; le j-éme vecteur de la base
canonique de K™ et F; le i-eme de la base canonique de K, on sait que (ei1 /ARRRWAN eip)

i

constitue une base de A”(K") (o i désigne toujours le i-éme p-uplet (i < -+ < i)
lorsqu’on a ordonné les p-uplets par 'ordre lexicographique) ;

€y, N A\ €, — F; (224)

est alors 'isomorphisme recherché. C’est toujours cette identification qu’on considérera
dans la suite, sauf mention explicite du contraire.

Remarquons de plus que si x1,...,z, € K", et si on définit A comme étant la matrice
dont la i-éme colonne est x;, alors avec 'identification précédente on a :

ZIA - Ax, = AP,

Ainsi, si les z; sont libres et que F' est I'espace vectoriel qu’ils engendrent, alors x; A
-+ Az, est un ensemble de coordonnées de Grassmann de F'.

Nous allons maintenant introduire une généralisation des coordonnées de Grassmann :
les espaces composés p-éme. Les résultats qui suivent sont personnels et seront utilisés
dans certaines démonstrations du paragraphe

Définition 2.2.7. Soit F' un sous-espace de K™ de dimension k. On pose N := (;)

On définit F®)| le sous-espace composé p-eme de F' comme étant Pespace vectoriel de
K" engendré par les z; A ANy, Ty, Ty € F

Proposition 2.2.8. Si k > p et A est une matrice de taille n x k dont les colonnes
forment une base de F, alors les colonnes de A®) forment une base de F\P). En parti-
culier, dim F(P) = (;)

Preuve Soient (Xi,...,Xy) et (X1,...,X}) deux bases de F. On forme A et A’
dont les colonnes sont respectivement les X; et les X/. Alors il existe une matrice U
inversible telle que A’ = AU. En particulier, par on a (AP = APTP) ayec
U®) inversible. On en déduit que les colonnes de (A’)P) et A®) forment deux bases
d’un méme espace vectoriel qu’on note provisoirement G.
Par ailleurs, si j = (j1 < --- < jp), alors la j-éme colonne de AP) est égale A X AN
Xj,- Donc G C F(®)_ Réciproquement, si X7, ... ,Xp € F sont libres, alors on peut les
compléter en Xi,..., X; une base de F' et si B est la matrice dont la j-éme colonne
est X, alors la premiere colonne de B®) sera égale & X1 A--- A Xp. Donc F@) =@,
Pour la dimension, on remarque que la dimension de F(?) ne dépend que de celle de F
puisque si u est un automorphisme de K” de matrice U, alors u(F)(p) =U@®F® . On
est ramené au cas ou X; = ¢;. Le résultat est alors immédiat.

O

Corollaire 2.2.9. Soit u un endormorphisme de K" dont on note u?) l’endomor-
phisme composé p-éme de KV associé. On a

Im (u(”)) = (Im u)™. (2.25)

Preuve Si le rang de u est < p, les deux membres de 1’égalité sont nuls. Si le rang de
u est plus grand que p, si on note U sa matrice dans la base canonique, alors on sait
que Im u est engendré par les colonnes de U, et de méme, Im u(P) est engendré par les
colonnes de UP). La proposition précédente permet de conclure.
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Proposition 2.2.10. Soit ' et F' deux sous-espaces de E de dimension > p. Alors
FCcF & FW®c@F)P,
En particulier si (x1...,xp) est libre,
:vl/\«-~/\:z:p€F(p) & pour tout i x; € F. (2.26)

Preuve = est trivial.
< Comme F®) est engendré par les x1 A --- A zp (z; € F), on est ramené au cas oll

dim F' = p et F' = Vect(x1,...,xp), espace vectoriel engendré par x1,...,z,. On pose
k := dim F’. Par ailleurs, quitte & composer par un automorphisme idoine, on peut
supposer que F' = Vect(ey, ...,ex). Le sous-espace vectoriel (F')(P) a alors pour base

les e, N--Neg, (i1 <--- <ip <K).
Soit jo > ket j' = {j1 < - < jp—1}U{jo} avec jp—1 < k. Alors le j-eéme coefficient
de z1 A -+ Az (ie. la composante selon Ejs avec les notations de (2.24)) est nul car
Ej/ = ey /\~-~/\ej; ¢ (F/)(p)
Si on note A la matrice dont les colonnes sont les x;, cela signifie que les p lignes
Joy -« -5 Jp—1 sont lies. Or 1 A--- Axp € (F")(®) est non nul, donc il existe j; < --- <
Jp < k tels que \A|§p1) # 0, i.e que les lignes ji,. .., j, de A soient libres. La ligne jo sera
alors combinaison linéaire de n’importe quelles j — 1 lignes choisies parmi ji, ..., Jps
donc ne peut étre que nulle. On en déduit immédiatement que pour tout jo > k,
pour tout [, la composante selon e;, de x; est nulle et on a donc bien zq,...,z, €
Vect(e,...,ex) = F'.

O

2.3 Déterminants généralisés

La majeure partie de cette section est tirée de [I7], & I’exception des preuves que
Schmidt laisse au lecteur dans son article et qui sont ici personnelles.
Dans cette section, E désigne un espace euclidien ou hermitien de dimension n dont
on note (-, ) le produit scalaire, K = R ou C, et m un entier strictement positif.

Si Xi,...,Xm sont m vecteurs de E, on note Vect (X7, ..., X,,) le sous-espace vec-
toriel qu’ils engendrent. De méme, si A, B, ... sont des sous-espaces vectoriels de F, on
note encore Vect (A, B, ...) le sous-espace qu'ils engendrent. Etant donnés X, ..., X,,,
on peut former la matrice

<<Xi’X7'>)

Si (Z1,...,2;) est une famille orthonormée de E telle que Vect (Z1,. .., Z;) contienne
Vect (X1, ..., Xm), en notant M la transposée de la matrice des X; dans la base (Z;);
(i.e. si on écrit X; = " ¢;;Z; alors M = (c;5);,5) et M* sa transposée (resp. sa trans-
conjuguée) si F est euclidien (resp. hermitien), alors on a la formule utile (que n’utilise

1<ij<m

pas explicitement Schmidt) :

(<Xz-,Xj> ) \<iam = MM*. (2.27)

1<j<m
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En particulier, en prenant (Z;); de cardinal m, il est immédiat que la matrice précédente
est de déterminant > 0 avec égalité si et seulement si la famille (X71,..., X,,) est liée.
On peut alors définir

Définition 2.3.1. On note

D(X1,..., Xm) = 4 /det (<Xi,Xj>) : (2.28)

i,
appelé déterminant généralisé de la famille (X7,..., X,,).
Ce déterminant généralisé D possede les propriétés suivantes :

Proposition 2.3.2.

) D(X1,...,Xm) >0 (et D(X1,..., Xm) =0 (X1,..., Xn) lice)
) D(X5(1) -+ Xom)) = D(X1,..., X))  pour tout o € &,.
(i3) D(X1, ...\ tXps .o X)) = [(|D(X1, .o, X oo Xom).
) D(X1, ..o Xy o Xt X, Xon) = D(X1, o X o X1y oy Xom).
) D

7(X1), ..., 7(Xm)) = D(X1,..., Xin) si T est une transformation unitaire.

Preuve (v) vient de (2.28)) et de la définition d’une transformation unitaire (qui pré-
serve par définition le produit scalaire). Les autres assertions découlent immédiatement

i)
O

Remarque(s) 2.3.3. On fixe B = (Z1,...,7Z,) une base orthonormée de E et on note
M la transposée de la matrice des (X;); dans la base 8. Soit 7 un automorphisme de
FE dont on note P la matrice dans 8. Enfin on note M. la transposée de la matrice des
(7(X:)): dans la base 8. Alors on a la relation M, = M'P, ou P désigne la transposée
de P. Notant alors P la conjuguée (au sens complexe) de P (remarque : P = P dans
le cas euclidien), on en déduit :

M, M = M(*PP)M*. (2.29)
En particulier cela prouve de nouveau (v).

Rappelons-nous la définition . La proposition qui suit est une traduction du
lemme 1 section 2 de [I7] dans un langage différent; on y exploite notamment les
notations introduites dans les paragraphes précédents, en particulier le point de vue
produit extérieur qui fournit une définition élégante du déterminant généralisé et qui
rend plus apparentes certaines de ses propriétés.

Proposition 2.3.4. Soit X1,...,X,, € E. On note M la matrice dont la i-éme ligne

est X; écrit dans une base B orthonormée de E. On pose N := (::L) Alors

N
2
D3(X1,. o, Xon) = S [IMITY)
i=1
Autrement dit :
ot || - ||2 désigne la norme 2 associée au produit scalaire canonique sur KN (dans cette

derniére formule, on a implicitement choisi une base B orthonormée pour identifier E
a K" et N"(E) a RY, le résultat ne dépendant pas du choiz de B).
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Preuve Par (2.27)) et par définition du déterminant généralisé, on a :

N

D*(Xy,..., Xm) = det(MM*) Z\M|<m>| 14 par @7)
v
=3 gy,

d’ou le résultat.

Proposition 2.3.5. Soit X, Y et X5,...X,, des vecteurs de E. Alors
DX+4+Y,Xo,....Xn) <D(X, Xo,...., X)) + DY, Xo, ..., Xpn),
avec égalité si et seulement si (X,Y, Xo,..., X,,) est liée.

Preuve La premiére assertion provient de l'inégalité triangulaire appliquée a

(X+Y)AXo A AXn =XAXo A AXpp +Y AXg Ao A Xy,

en utilisant (2.30]).

Si (X, Xo,...,X,) est lide, alors X A Xo A -+ A X, = 0 et 1'égalité est triviale. De
méme si (Y, Xo,..., X,,) est liée.
Dans le cas ou (X, Xo,...,X;) et (Y, Xs,..., X,,) sont libres, alors il y a égalité si
et seulement si il existe un o # 0 tel que X A Xo A+ A X, =aY AXo Ao A X,
donc par la proposition [2.2.3] (i), Vect(X, X, ..., X,,) = Vect(Y, X, ..., X,,), donc
(XY, Xa,...,X,,) est liée.

O

Proposition 2.3.6 (Inégalité de Hadamard généralisée).
On a la formule

D(X1,.... X Y1,...,Yi) < D(X1,...,Xm)D(V1, ..., Y2),

avec égalité si et seulement si l'un des deux facteurs du membre de droite est nul
(i.e. (X1,...,Xm) ou (Y1,...,Yy) est liée) ou si les sous-espaces Vect(Xq,..., X,,) et
Vect (Y1, ..., Ys) sont orthogonauz.

Preuve Si (X1,...,X;) ou (Y7,...,Y}:) est liée, I'égalité est immédiate ; on supposera
ces deux familles libres. On note 7 la projection orthogonale sur 'orthogonal de I’'espace
vectoriel engendré par les X;. Alors d’aprés le point (iv) de la proposition on a

D(X1,. .., Xm,Y1,....Ye) =D (X1,..., Xpn,7(Y1), ..., 7(Y3))
=D (X1,...,Xn)D(x(V),....7(Ys)),

la derniere égalité étant obtenue a partir de (la matrice des produits scalaires de
la famille considérée est alors une matrice diagonale par blocs).

Remarquons maintenant que 7(?) est également une projection orthogonale (cela ap-
parait de maniére immédiate si on écrit m dans une base orthonormée adaptée). En
particulier,
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D(r(Y1),...,m(Yk)) = [[m(Y1) A+ Am(Yi)]|2
— Hﬂ(p) (YL A=~ AYE) |2
<Y1 A AYg||2,

avec égalité si et seulement si Y3 A--- A Yy € Im 7(P) = (Im 7)® (par (2.25)). Finale-
ment, par ([2.26]), on a égalité si et seulement si ¥; € Im 7 pour tout ¢ (en particulier
est alors de rang > p).

O

2.4 Géométrie des nombres - Corps convexe composé

Rappelons qu’'un corps convexe symétrique de R™ est un ensemble K compact,
convexe, symétrique par rapport a origine (i.e. x € K = —z € K) et d’intérieur non
vide. La jauge jx d’un corps convexe est la fonction R — RT définie par jx(z) =
inf{A >0 | tel que x € AK'}.

Définition 2.4.1. On appelle réseau de R™ tout sous-groupe discret A de R™. La
dimension du réseau est alors la dimension m de I’espace vectoriel qu’il engendre. Son
covolume - appelé également déterminant - que 1’on note covol(A) ou d(A) est le nombre
positif

d(A) :=D(X1,..., Xm) = | X1 A A X2, (2.31)
ou (X1,...,Xm) est n”’importe quelle base de A. Par convention, si A = {0}, on pose
d(A) = 1.

Remarques :

1) Le déterminant est bien défini puisque si (Xi,...,X,) et (Y1,...,Y;,) sont deux
bases de A, que Mx (resp. My ) désigne la matrice dont les colonnes sont les X; (resp.
les Y;), alors il existe A € GL,,,(Z) (donc de déterminant +1) telle que Mx = My A.
En particulier,

Xy Ao A Xy = MP = (det AAMP) = £Y] A -+ A Y.

2) Si m = n, le covolume est alors le volume pour la mesure de Lebesgue de n’importe
quel parallélogramme fondamental.

3) Habituellement un réseau est plutét défini comme étant un sous-groupe discret de
rang maximal (i.e. de dimension égale & la dimension de l’espace).

Définition 2.4.2. Etant donné un réseau A de dimension m de R™ et un corps convexe
symétrique K, on note \;(K, A) le i-éme minimum de A pour K. Par définition, c’est

inf{r >0 | (rK)NA contient ¢ vecteurs linéairement indépendants}.

Les réels A (K, A) < -+ < A\ (K, A) sont appelés les minima successifs de A pour K.

Rappelons enfin qu’on identifie I'algébre extérieure p-eme AP R™ a RY via (2.24)
(ott on a posé N := (Z))
Mabhler introduit la notion de corps convexe composé dans [I1]; son article fut repris
plus tard par Lekkerkerker et c’est cette référence que nous utiliserons. La majorité de
ce paragraphe reprend donc le chapitre 2 section 15 de [10]. On fixe 1 < p < n deux
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entiers et on pose N := (Z) Soit K7, ..., K, des corps convexes symétriques de R™.
De méme qu’a partir des coordonnées de Grassmann on peut associer & un sous-espace
de R™ un sous-espace de RV, de méme on peut associer & un corps convexe symétrique
et un réseau de R™ un corps convexe symétrique et un réseau de RY respectivement.
Les théoréemes [2.4.6] et [2:4.9] sont les deux résultats principaux de ce paragraphe et
permettent de donner des expressions (& une constante multiplicative prés) du volume
du corps convexe composé en fonction de celui du corps convexe initial, et des minima
successifs du corps convexe composé pour le réseau composé en fonctions de ceux du
corps convexe et du réseau initiaux. Ce qui est remarquable c’est que les constantes
multiplicatives mises en jeu ne dépendent ni du corps convexe, ni du réseau considéré,
ce qui permet d’importantes applications en géométrie des nombres, notamment dans
[19] ot Schmidt et Summerer étudient les minimas successifs d’une famille de corps
convexes symétriques composés dépendant d’un parametre q.

Définition 2.4.3. On pose ¥ := {1 A---Ax, | 21 € Ky,...,7, € K,} C RV,
On note K = (K3, ..., K,) - et on appelle corps convexe composé des K; - 'enveloppe
convexe de 2.

Proposition 2.4.4. K est un corps convere symétrique de RY .

Preuve Par définition K est convexe. De plus, X est 'image du compact K x --- x K,
de R™ par I’application continue (car polynomiale en ses coordonnées) (z1,...,xp)
1 A+ Axp, donc compact. Il en va de méme de K. Reste & voir que K est symétrique
et d’intérieur non vide.
K7 est symétrique donc, si 1 € K1, on a —x; € K;. On en déduit que pour tout
(x1,...,2p) € K1 x---xKyona —x1A---Ax, € E. L'ensemble ¥ est donc symétrique,
et par conséquent K I’est aussi.
On note (e;)1<j<n €t (Ei)1<i<n les bases canoniques respectives de R™ et RN . Avec
les notations de la section précédente, si i = (i3 < --- < ip) alors e;; A--- A ei, = E;.
Or il existe § > 0 tel que de; € K; pour tout i et pour tout j. On en déduit que X
contient §? F; pour tout 4, et donc K est d’intérieur non vide.

a

Définition 2.4.5. Dans le cas ou K; = --- = K, := K, on écrit K = KW@ appelé
composé p-eme de K.

Théoréme 2.4.6. Soit K un corps convexe symétrique de R™. On note IC son composé
p-éme (0 <p<n). On pose P := (Zj) Alors il existe deux constantes a, s > 0 ne
dépendant que de n et p telles que

a1 < Vol(K) Vol(K) ™" < aq,
ot Vol(K) et Vol(K) désignent les volumes respectifs de KC et K.

Preuve On note S, la spheére unité de R™. On va se ramener au cas ou K est un
ellipsoide et montrer que dans ce cas la quantité Vol(X)Vol(K)~ ne dépend que de n
et p. Par le théoréme de John (théoréme 8 du chapitre I de [10]), il existe un ellipsoide
symétrique E tel que

ECK cnl/?E.

Par définition d’un ellipsoide il existe donc A = (a;;); ; inversible telle que E = AS,.
On pose
Knp:=SP),
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et
£:=EP = (4S8,)V.

D’apres les résultats sur les matrices composées, il est immédiat que
E=APLK,,.
Par ailleurs, d’apres on a det A®) = (det A)”. On en déduit que
Vol(E)Vol(E) ™" = Vol(K,, ,)Vol(S,)F =: a,

qui ne dépend que de n et p.
Enfin
ECKcn'?E = &c K cnP?¢,

_ n—nP/Q N/2

et en posant aq : o et ap = n"Y/“a on a bien le résultat annoncé. O

Lekkerkerker ne traite dans son livre que le cas des réseaux classiques (i.e. de rang
maximal). La définition et la propriété qui suivent généralisent au cas d’un réseau de
dimension quelconque certains résultats de [10].

Définition 2.4.7. Soit A un réseau de R™ de dimension k& > p. On définit A® comme
étant le sous-groupe de RY engendré par les Ay A--- A Xy, \s €A (i =1,...,p).

f}), et st (ui)lgigk

est une base de A, alors (u;, N+ A uip)i1<...<ip§k est une base de AP,
De plus, si A = A(elz@o . -@ekZ), alors il existe iy, ..., ik tels que AP) = A®P) (EilZ@
B E; Z). En particulier,

Proposition 2.4.8. A®) est un réseau de RN de dimension K := (

covol(AP)) = covol(A)T.

(Rappelons que P := (Zj))
Preuve On pose Ag :=e1Z @ --- D epZ.
Si A = AAg, par définition de AP et , A®) est Pimage de Aép) par A®)_ Or Aép)
est un réseau de base (e;; A+ A €ip)i1<--<<¢p§k donc A® est bien un réseau de RY et
la propriété sur les bases (et la dimension) en découle immédiatement. L’assertion sur
le covolume provient directement de , de la définition du covolume , et en
remarquant qu’un réseau dont une base est constituée de vecteurs de la base canonique
est de déterminant 1 (on a donc d(Ag) = d(AP) =1).

O

Théoréme 2.4.9. Soit K le composé p-éme d’un corps convexe symétrique K et soit
A un réseau de R™ de dimension n. On note \; := \;(K,A) et pj := \;j(K, A®)) les
minima successifs de K et K pour A et AP) respectivement. Pouri = (iy < --- < ip)
on note my 1= Ay - Ay, On note enfin My < --- < My les m; ordonnés dans [’ordre
croissant.

Alors il existe ag > 0 me dépendant que de n et p telle que
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Preuve La preuve est issue de [10].
Pour commencer on se rameéne au cas ot A = Z" (quitte a changer K en A71K).
Si A = AZ", puisque AK contient ¢ vecteurs indépendants de A si et seulement si
MATLK contient i vecteurs indépendants de Z", on a \;(K,A) = \;(A71K,Z"). De
plus

MU AP = X (A1, ZN) = My (A71K) @, Z),

On suppose désormais que A = Z".

Montrons l'inégalité de droite. On note f la jauge de K et uq,...,u, n points linéai-
rement indépendants de Z™ tels que f(u;) = A;.

Sii= (i1 <---<ip),onposeU; =uy A---Au;, € ZN (i=1,...,N).

Les U; sont linéairement indépendants et U; € m;KC (puisque U;/m; = (usy /Aiy) A+ A
(uip//\ip) S ]C)

On note ¢ la jauge de K et on réarrange les U; en une suite Vp,...,Vy telle que
(V1) < -+ < (V). Avec ce qui précede on a ¢(U;) < m; et pour un r donné et pour
tous iy, ..., deux a deux distincts, p(V.) est inférieur ou égal au maximum des r

valeurs ¢(Uj, ), ..., ¢(U;, ). En choisissant ji,...,j, tel que m;, = My,...,m; = M,,
on a

p(Vi) < < (V) <max(p(Uj,), ..., 9(Uj,)) < max(my,,...,m;) = M.
Puisque les V; sont linéairement indépendants cela prouve bien que

e < M,

Montrons 'inégalité de gauche. Par le théoréme de Minkowski (cf [10] chapitre 2), on

a
Pl 2N
<A A Vol(K) <27 et NS -~ unVol(K) < 2V,
TL .

Donc
f1 - iy VoI () X (A1 ... A, VoI(K))™F > (N ~12No=nP — (N12(P—DN)—1

Par le théoréme et en utilisant la relation (\;...\,)" = M ... My, on en déduit
que

N
H ]/\27 N'Q(p l)N) a1 =: Q3.
Or on a prouvé que uj/Mj < 1 pour tout j; on a donc pour tout 7,

Ho
M. Z Qg,

J

ce qui acheve la démonstration du théoreme.

3 Angles d’inclinaison entre deux sous-espaces

La majeure partie de cette partie est issue de la partie IT de [I7] et reprend sa
structure.
Il sera commode a partir de maintenant de noter la dimension d’un espace vectoriel en
exposant : ainsi, si E, A, ... sont des espaces vectoriels de dimensions n,d, ..., on les
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notera E™, A%, ... (respectivement).

Ici, E™ (resp. U™) désigne un espace euclidien (resp. hermitien) dont on note (-,-) le
produit scalaire (qu'on supposera linéaire en sa premiere variable et anti-linéaire en sa
seconde variable dans le cas hermitien) et || - || la norme associée. Tous les résultats qui
suivent sont énoncés dans le cadre hermitien mais restent vrais dans le cadre euclidien
en remplacant simplement U" par E™ et "transformation unitaire" par "transformation
orthogonale". Les angles d’inclinaison sont une famille finie de réels associée a un couple
de sous-espaces (A%, B®) et qui permet de définir mathématiquement la proximité entre
ces sous-espaces.

3.1 Produits scalaires successifs \j,..., Ay

Définition 3.1.1. Pour X et Y non nuls de U™, on note

x|
MEY) = T

Théoréme 3.1.2. Soient A% et B¢ deux sous-espaces vectoriels non nuls de U™. On
pose f:=min(d,e) > 0. Il existe des bases orthonormales (X1,...,Xq) et (Y1,...,Ye)
de A% et B respectivement, et des réels 1 > Ay > --- > Ay > 0 tels que pour tous
1<i<detl<j<e

<Xi, }/J> = )\iéij.
Les nombres Ai,...Af ne dépendent pas du choix des deux bases considérées et sont
invariants par transformations unitaires appliquées simultanément a A? et B°.

Définition 3.1.3. Les nombres A; ... Ay sont appelés les produits scalaires successifs de
A% et B®. Si S est un sous-espace non nul et X # 0, on note A\(X,S) = A\;(Vect(X), S).

Preuve On renvoie & larticle de Schmidt [I7] pour lexistence des deux bases et des
Ai. La proposition [3.1.6] ci-dessous permet de démontrer I'indépendance des \; du choix

de ces bases.
O

Définition 3.1.4. Si Z = (Z4,...,Z) et T = (Ty,...,T;) sont deux familles de U™,
on note

M(Z,T) = ((Zi,T}))1<i<k -
1<5<1

Dans le cas particulier Z = T on note plutét
M(Z) := M(Z, Z)
(c’est la matrice considérée au début du paragraphe .

Lemme 3.1.5. Soit B une base orthonormée firée de U™. Si Z = (Z1,...,Z) et
T = (Th,...,T1) sont deux familles de U™ et qu’on note My (resp. Mr) la matrice
dont la i-éme ligne est le vecteur Z; (resp. T;) écrit dans la base B, alors on a

M(Z,T) = Mz M. (3.1)
(Rappel : M* désigne la trans-conjuguée de la matrice M.)

Preuve Calcul direct.

Remarque : cette formule généralise la formule (2.27)).
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Proposition 3.1.6. Soient A% et B® deux sous-espaces vectoriels non nuls de U™.
On pose f := min(d,e) > 0. Soient X = (X1,...,Xy) et Y = (Y1,...,Y.) deux bases
quelconques de A% et B¢ respectivement. On définit

L[ AMX)  M(X,Y)

P(\) = D(X1,...,Xq)2D(,...,Y.) MY, X) AM(Y)

Alors P()\) ne dépend pas du choir des bases de A? et B®, et si on le note P(A, B; \),
alors pour toute transformation unitaire T de U™ on a

P(rA,7B;\) = P(A, B; \).

En particulier, si f :=min(d,e), h := max(d,e) et A1,..., \s sont définis comme dans
le théoréeme on a

PN = (A2 =) ... (A2 = AN

Remarques
- Ceci prouve 'assertion sur I'indépendance des \; du choix des bases dans le théoreme
0. 1.2
- Le déterminant du membre de droite dans la définition de P()) est le déterminant
d’une matrice par blocs de taille (d + €) x (d + e).

Preuve Montrons que P()) ne dépend que de A? et B® (les détails qui suivent ne
figurent pas dans [I7]). Soit X’ et Y deux autres bases de A¢ et B® respectivement.
Alors il existe P et @ inversibles (de taille d et e respectivement) telles que

My = PMx et My = QMy.
Par on en déduit immédiatement que
M(X') = PM(X)P", M(Y') =QMY)Q",
et

iy i) = (6 o) it i) (o o),

donc
AM(X')  M(X'Y)
MY' X'y AM(Y')

On conclut en remarquant que

= |det P|?| det Q|?

AM(X)  M(X,Y)
M(Y, X) AM(Y)"

D(X],...,X})?* =det M(X') = det(PM(X)P*) = |det P|*?D(X4, ..., X4),
et
D(Y{,...,Y)? = |det Q]*D(Y1,...,Y.).

Si 7 est une transformation unitaire, il existe une matrice unitaire P telle que

M(rZ,7T) = (MzP)(MyP)* = Mz(PP*)M; = M(Z,T),

ce qui prouve directement 1’égalité
P(rA,7B;\) = P(A, B; \).

Pour finir, on choisit (X1,...,Xq4) et (Y1,...Y.) comme dans le théoréme On a
alors
MX)=1;, D(X1,...,Xq) =1
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et
M(Z):Iea D(H,...,Ye)zl

ou Iy et I, désignent les matrices identités de M, et M, respectivement. Il faut alors

calculer le déterminant
| AMX)  M(X,Y)
PO = M(Y,X) AM(Y)

en fonction de \. Cette matrice est assez simple. Pour calculer son déterminant, il suffit
de multiplier la i-éme colonne par A et de lui retrancher la (d+4)-éme colonne multipliée
par A\; (i =1,..., f). Ainsi, le déterminant A=/ P()\) est le déterminant d’une matrice
par blocs égal a
2 _ 2 2 _ y2)yd—fye
(A2 = A1) (A = AHATT e

et on conclut avec I'égalité d +e = h + f.

On peut caractériser les A\; d’une autre maniere.

Lemme 3.1.7. Soient A% et B® deux sous-espaces non nuls de U™. On pose f =
f(A,B) := min(d,e) et on five 1 <i < f. Alors \; := X\;(A%, B°) est le plus grand \
tel qu’il existe A* C A% tel que pour tout X € A® non nul il existe Y € B¢ non nul
vérifiant A(X,Y) > X. En d’autres termes :

M\i(A%, B¢) = sup inf sup A(X,Y). (3.2)
AicAd X€EA' YeB®
X#0 Y#0

Preuve Cette preuve est laissée au lecteur par Schmidt, nous proposons ici une dé-
monstration personnelle.

On définit N, par Iégalité (3.2)).

On prend (Xi,...,Xq) et (Y1,...,Y.) donnés par le théoreme et on pose
A= Vect(X1,...,X;). Soit X =3, ., Xy € A* de norme 1 (i.e. >, |ay|> = 1). On
pose Y := 3", . «aiY; € B¢ Alors Y est de norme 1 et

AXY) = ol e = N ) onl® =\,
k=1 k=1

ce qui assure
inf  sup A(X,Y) > A,

XeA" yeB®
X#0  Y#0

donc A} > A,.

Réciproquement, (Xi,...,X4) et (Y1,...,Y.) étant toujours donnés par le théoréme
si A' C A4 alors il existe X € A’ N Vect(X, ..., X4) non nul de norme 1 qu’on
éerit X =3, ap Xy (avec a = 0si k < ). Soit Y = >, 3;Y; € B¢ de norme 1. Alors

f
> AawB

k=i

AMXY) = ‘ <X7Y> | =

<A Y Lol 18] < MlIXI[ (Y],
k

(la derniere inégalité étant obtenue par Cauchy-Schwarz), ce qui prouve bien A, < \;
(puisque X et Y sont de norme 1).
O
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Corollaire 3.1.8. Soient A’ C A, B’ C B des sous-espaces. Alors f' .= f(A'",B’) <

f:=f(AB) et
MN(ABY < MAB) (i=1,...,f).

Preuve Immédiate avec (3.2)).

3.2 Quantités vq,...,14

Il est naturel de se poser la question de savoir quelles sont les valeurs possibles du
f-uplet (A1,...,As) associé a un couple (A9, B¢). Remarquons que si dim(AN B) = ¢

alors A\j(A,B) = -+ = A.(A,B) = 1. Ceci impose des conditions sur les produits
scalaires successifs : si d+e > n, alors A4 N B¢ est de dimension au moins d+e—n > 0
et A7 = -+ = ANgye—n = 1; décrire les A\; (1 = 1,..., f) revient & décrire les \;

(1 > d+e—n). Cest ce qui justifie 'introduction des v;. Le théoréme offre une
description complete des v;. Le deuxieme résultat principal de ce paragraphe est le
théoreme qui assure que v;(A, B) = v;(A+, BY). Tout ce qui suit est démontré
par Schmidt dans [I7], on ne fera que rappeler les résultats principaux.

Définition 3.2.1. Soient A% et B¢ deux sous-espaces. On pose f := min(d,e), g :=
d+e—mn,et

t =t(A% B) := min(d,e,n — d,n — €) = min(d,e,e — g,d — g). (3.3)

On définit alors v, ..., ; comme suit.
Sid+e<mn (ie. g <0)alorst = f et on pose

vi(A? B®) := N (A%, B°) (i=1,...,1).
Sid+e>n (ie. g >0) alors t = f — g et on pose
vi(AY, B) = Ny g (AL B (i=1,...,1).
Onal>py;>--->vy >0.

Définition 3.2.2. On dit que deux paires de sous-espaces (A%, B¢) et (A’?, B’®) sont
similaires s’il existe une transformation unitaire 7 telle que 7(A%) = A’ et 7(B®¢) = B'®.
C’est une relation d’équivalence.

Le théoréme [3:1.2] assure que les v; sont un invariant pour cette relation d’équiva-
lence.

Théoréme 3.2.3. Soient0 <d<netO0O<e<netl>vy>--->v; >0 donnés
(ou t est défini par (3.3)). Alors a similarité prés il y a un unique couple (A%, B®) de
sous-espaces tel que v;(A?, B®) =v; (i=1,...,t).

Preuve Nous ne donnons ici que le schéma de preuve. Schmidt procede en deux étapes :
d’abord il prouve 'existence en construisant explicitement un couple d’espaces qui
vérifie 'agsertion du théoréme (en distinguant les cas g < 0 et g > 0), puis pour
l'unicité (& similarité prés), il construit une transformation unitaire en utilisant les
bases particulieres fournies par le théoréeme [3.1.2]

O
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Théoréme 3.2.4 (Principe de dualité).
Soient A et B deux sous-espaces de U™ d’orthogonaux respectifs A+ et BY. Alors
t(At,BY) =t(A,B) =:t et

vi(AL,BYY = (A, B) (i=1...,1).

Preuve La encore, seul un schéma de preuve est donné, le lecteur trouvera les détails
dans [17].
Par symétrie, on peut supposer que d + e = dim A + dim B < n et sans perte de
généralité on peut également supposer d < e (et donc t = f = d). Schmidt pose alors
Vi=ANBetécrit A=A, ®"VetB=B&"V.Sir=dimV et Ai,...,  \g—r
sont les produits scalaires successifs de A; et By alors 1,...,1 (r fois), A1,..., Ag—r
sont les produits scalaires successifs de A et B. A T'aide des bases (Xi,...,X4—,) et
(Y1,...,Y._,) fournies par le théoréme appliqué a A; et By, Schmidt construit
deux autres bases qui permettent de calculer v;(AL, B4).

O

3.3 Angles d’inclinaison

Dans ce paragraphe sont introduites les derniéres définitions dont nous avons besoin
pour définir les angles d’inclinaison ¢; qui permettent de définir la proximité de deux
sous-espaces A? et B¢ : intuitivement deux sous-espaces sont d’autant plus proches que
leurs angles d’inclinaison sont petits. Ils se définissent completement & partir des pro-
duits successifs \;. Les théoremes d’approximation diophantienne de la suite n’utilisent
toutefois pas directement les ¢; mais plutét leur sinus, que 'on notera w;. Le lemme
[3:3:6] permet de controler les angles d’inclinaison de I'image de deux sous-espaces par
un méme automorphisme en fonction des angles d’inclinaison des deux sous-espaces
initiaux.

Définition 3.3.1. Soient X et Y deux vecteurs non nuls de U™. On pose

w(X,Y) = (1-A2(X, V)%

Proposition 3.3.2. Soient X,Y, Z non nuls. Alors
wX,Z2) <wX,Y)+w(Y,2).

Preuve Schmidt laisse cette preuve au lecteur dans son article, nous proposons ici une

démonstration.

Soient X,Y, Z non nuls. Soit 7 la projection orthogonale sur Vect(X, Z). Alors on a
(XY [((Xr()| _ (X, 7(Y))]

M= I = I = o)~ AT

donc w(X,Y) > w(X,n(Y)). De méme w(Z,Y) > w(Z,7n(Y)). Il suffit donc de montrer
le résultat pour 7(Y") et on est ramené & un probléme du plan (le résultat étant évident
si (X, Z) est liée). On suppose X,Y, Z de norme 1, on pose Xo = X qu’on compléte
en (Xo, X1) une base orthonormée de Vect(X, Z). On écrit alors Y = yoXo + y1 X1 et
Z = z0Xo + 21 X1. Puisque |yo|? + |y1]? et |20]? +|21]* sont égaux a 1, il existe 6, et 6,
dans [0,7/2] tels que

(lyols [y1]) = (cosby,sinby) et (|zol,|21]) = (cosB.,sinb.).
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On a alors :
w(X,Y)=sinb,, w(X,Z)=sinb,,

et
MY, Z) = |lyoZo+y1 71| < |yoZol+]|y1Z1| = cos(8y) cos(6,)+sin(8,) sin(f,) = cos(6,—0,),

donc
|sin(0, —6,)| < w(Y, Z).

Finalement, on a

w(X, Z) = sin(6,) 1n(0 +6.-46,)
os(0, — 6,)sin(8,) + cos(8,) sin(6. — 6,)
sin(fy) + |sin(6- — 6, )|

w(X,Y) +w(Y, 2).

I/\ I/\

Définition 3.3.3. Soient A? et B¢ deux sous-espaces non nuls de U™. On pose f :=
min(d, e). Pour 1 <i < f on pose

wi(A%, B?) = (1 — X2(A%, B%)) "%,
Si X est non nul, on pose
w(X, B) := wy(Vect(X), B).
On définit ¢;(A%, B®) € [0;7/2] par
cos(p;) = A et sin(p;) = w;.

Les ¢; sont appelés les angles d’inclinaison de A?, Be.
On définit également

Yi(A4, B = (1 — )Y (i=1...1),
ol t est défini par (3.3). Si d+e <mn, on a 1; = w; pour tout %, sinon ¥; = w;4, pour
tout 4 (rappelons que g = d + e — n). Enfin, on introduit
:U’(Ada Be) = 1/’1 R 1/&-

Proposition 3.3.4. Soient A? et B® deur sous-espaces avec d + e < n (on a alors
t = f) et P(X\) le polynéme de la proposition . Alors

1/2
p=((1=2)...(1=x2)"" = p(1)1/2
:D(X17"'7Xd7Y17-"7Y6)D(X17"'7Xd)71D(Y17"'7Y6)71
=X A AXgAYIA - AYo|[o| Xy A A XgllT YA A A YL

ot (X1,...,Xq) (resp. (Y1,...,Ye)) est n'importe quelle base de A% (resp. B®) (et en
utilisant Uidentification (2.24) pour la derniére égalité).

Preuve Immédiate en revenant aux définitions.
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Proposition 3.3.5. Soit X # 0 et B¢ un sous-espace de dimension 0 < e < n. Alors
w(X,B) 4+ w(X,BY) =1.

De maniére équivalente
MX,B) + \X,BY) =1.

Preuve Schmidt laisse la démonstration au lecteur dans [I7]. L’équivalence entre les
deux formules est facile. Montrons la deuxieme : on suppose X de norme 1 et on
le décompose en X =Y + Z avec Y € Bet Z € B. Ona: 1 = ||Y]|?+||Z]?
MX,B) =||Y]|? et A(X, B+) =||Z||?, ce qui permet de conclure.

U

Lemme 3.3.6. Soient 0 < d <n, 0<e<n, f:=min(d,e) et o un automorphisme
de U™. Alors il existe une constante ¢ = c(a) > 0 telle que pour tous sous-espaces A%,
B¢ on ait

wi(o(AY), 0(B¢)) < ¢(o)wi(A?, B®) i=1,...,f).

Preuve Cf la démonstration du Lemme 13 section 8 de [I7].

La définition des angles d’inclinaison (ou, de maniére équivalente, des w;) n’est pas
tres pratique pour effectuer des calculs explicites lorsqu’on ne dispose pas des bases
spéciales fournies par le théoreme Le théoreme suivant contourne ce probleme
et permet de majorer les angles d’inclinaison de deux sous-espaces "proches' (i.e. avec
de petits angles d’inclinaison) & partir de familles explicites de vecteurs satisfaisant
certaines conditions plus faibles que celles du théoréme [3.1.2]

Théoréme 3.3.7. Soit A?, B¢ deux sous-espaces de U™, et 1 < i < f = min(d,e).
Soient 0 < d,w < 1 donnés. On suppose qu’existent i vecteurs linéairement indépen-
dants X1,...,X; € A? tels qu'en posant AJ := Vect(X1,...,X;) (j = 1,...,i) on
ait :

MX;, A <1-0<1 (j=2,...,1),

et qu’il existe © vecteurs Yi,...,Y; € B® non nuls tels que
w(X;,Y;) <w (G=1,...,0).

Alors

, o\ (=12
w; (A7, B®) < <5> X w (Gj=1,...,1),

en particulier on retiendra

; 9\ /2
w; (A%, B®) < 5 X W.

Remarques :
- Pour que ce théoréme apporte une véritable information, il faut que (2/6)"%w < 1,
en particulier il est intéressant pour § proche de 1 et w proche de 0.
- A la limite 6 = 1, la premiere condition sur les X; est une condition d’orthogonalité.
On impose une minoration des angles entre les X; (les X; doivent étre "assez éloignés'
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les uns des autres).
- A la limite w = 0, la seconde condition sur les Y; est une condition de colinéarité
(Y; et X; colinéaires). On impose cette fois-ci que Y; et X soient au contraire "proches".

Preuve Le lecteur est renvoyé a [I7] (Part II, section 9, théoréme 7) pour une preuve
de ce théoreme. Schmidt procede par récurrence sur j. L’initialisation se fait pour j =1
(évident) et j = 2 (la plus grosse partie de la preuve).

O

Corollaire 3.3.8. Soient A, B®, et 1 < i < f := min(d,e). Soient X1,...,X; € A?
et Y1,...,Y; € B¢ des vecteurs non nuls. On suppose que

MXj, Xp) <470 (1<j<k<i),
w(X;,Y;) <w (j=1...9).

Alors
wi(Ad, B°) < 2.

Preuve Cf [I7] (Part II, section 9, Corollaire du théoréme 7).

4 Hauteur d’un sous-espace

Dans cette partie E™ désigne un espace vectoriel euclidien dont on notera (-,-) le
produit scalaire et || - || la norme associée.
Dans le paragraphe[I.1]on donne une premiére définition de la hauteur d’un sous-espace
de K" et les premieres propriétés que 'on peut en tirer. Intuitivement, la hauteur
d’un sous-espace représente sa complexité. Le paragraphe [1.2] propose une définition
alternative et plus géométrique de la hauteur qui s’exprime en termes de propriétés sur
des réseaux. C’est plutot cette définition ci qu’on utilisera en géométrie paramétrique
des nombres.

4.1 Définition de la hauteur et premiéres propriétés

Ce paragraphe reprend la section 1 de Particle de Schmidt [I7].

Cadre :

Soit K un corps de nombre de degré [K : Q] = p. On note Ok I'anneau des entiers de
K (Schmidt le note I dans [I7]). Tout idéal fractionnaire de K (i.e. un sous-Og-module
I # 0 tel qu’il existe a € Ok non nul vérifiant al C Ok) est un Og-module de type
fini. On note oy, ...,0, les différents Q-morphismes de corps distincts de K dans C.
Pour £ € K, on note £ = (&) et 1;(¢) = |€W| (i = 1,...,p). De méme, si X =
(¢1,...,&,) € K™, on note aussi X() = (59,...7 ﬁf)) et v;(X) = (vi(&), ..., vi(&n)),
i=1,...,p (remarque : dans le cas i = 1 il y a a priori une ambiguité avec la notation
de la composé i-éme d’une matrice (cf définition ; le contexte ne laissera pas
d’ambiguité, et dans le cas ou K est un sous-corps de C, en choisissant o1 = id¢ les
deux définitions coincident. Pour i > 2 la composée i-éme de X n’est pas définie).
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On notera également ¢ la forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur K" définie
par

i=1

et S+¥ l'orthogonal d’un sous-espace S¢ de K™ pour ¢ (S% est un sous-espace
vectoriel de codimension d) (remarque : il n’y aura pas d’ambiguité sur le corps de
nombres K dans le contexte o on utilisera ).

Rappel sur la norme d’un élément ou d’un idéal :
Siz € K, lanorme de z est N(z) := :;:1
I de K est l'idéal fractionnaire de Q engendré par les N(x), x € I. Comme il est
principal, on identifie N (I) avec son unique générateur positif € Q. Rappelons qu’on a
une structure de groupe sur les idéaux fractionnaires et que si I7 et I sont deux idéaux
fractionnaires, alors N(I1Is) = N(I1)N(I2). Si p est un idéal premier non nul de Og
au-dessus d'un idéal q C Q de degré résiduel en p égal & f,,, alors N(p) = q/¢. Notons

enfin que si I est un idéal de Ok, alors N(I) = |Ok/I|.

oj(z) € Q. La norme d’un idéal fractionnaire

Définition 4.1.1. On appelle fonction distance une fonction F' vérifiant pour tous
relE"etteR

(i) F(x)> 0 avec égalité si et seulement si x =0
(@) F(tx) = |t|F(x)

(#41) F est continue.

Typiquement, si N est une distance sur E™, alors x — N(z) est une fonction
distance.

Proposition 4.1.2. FEtant données deux fonctions distance Fy, Fs, il existe une
constante ¢ = ¢(Fy, F3) > 0 telle que Fy(z) < c¢Fy(x) pour tout x.

Preuve Sur la sphere unité S de E™, la fonction Fy/Fs est bien définie et continue.
Par compacité il existe donc ¢ tel que pour tout = #£ 0 Fy(x/||z||) < cFa(x/||z||), et on
conclut avec les points (i) et (i7) de la définition d’une fonction distance.

O

Définition 4.1.3 (Hauteur d’une droite vectorielle de K™).

Soit F' une fonction distance sur R™.

Soit L un sous-espace vectoriel de dimension 1 de K™. On choisit un vecteur directeur
X = (&,...,€,) # 0 de L. On écrit a := a(X) l'idéal engendré par &,...,&,. On
définit alors la F-hauteur de L par

P

Hp(L) = N(@ ' [[F (&), vi(&)).

j=1

La quantité précédente est indépendante du choix de X eu égard aux propriétés de la
norme d’un idéal et au point (i7) de la définition d’une fonction distance.

Proposition 4.1.4. FEtant données deux fonctions distance Fy, Fy et L une droite
vectorielle de K™, alors
fIF1 (L) S C(Fl,FQ)pHFQ(L).

Donc, a un facteur borné pres, toutes les hauteurs d’un sous-espace de dimension 1
sont les mémes.
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La définition de la hauteur d’'un sous-espace de dimension quelconque requiert les
outils introduits dans la partie en particulier la définition (rappel : la droite S*
est espace vectoriel engendré par les coordonnées de Grassmann de S) et la définition
de la fonction 7 du théoréme [2.2.6

Définition 4.1.5 (Hauteur d’un sous-espace de dimension quelconque).
Soit d un entier, 0 < d < n. Soit F une fonction distance 7-invariante sur RV avec
N := (1) (i.e. F(r(z)) = F(z) pour tout z). Soit S¢ un sous-espace de K" de dimension
d. Sid=0oud=n on pose

Hp(S)=1.

Si 0 < d < n, on définit la F-hauteur de S par
Hp(S) := Hp(S").
Proposition 4.1.6. Etant données deux fonctions distance Fy, Fy et S¢, alors
Hp (S) < c(F1, Fo)PHp,(S).

Donc, a un facteur borné pres, toutes les hauteurs d’un sous-espace donné de K™ sont
les mémes.

Théoréme 4.1.7. Soit F' une fonction distance T-invariante et S un sous-espace vec-
toriel de K™. Alors
HF(S) = HF(SJ_’LP).

Preuve Si d = 0 ou n le résultat est trivial. Dans les autres cas c’est une application
directe du théoreme [2.2.6l
O

Proposition 4.1.8. Soit u un automorphisme de K™. Alors il existe une constante
strictement positive cgg) (u) telle que pour tout sous-espace S¢ de K™ de dimension d
on ait :

Hp(u(S?) < o (u) Hp(S%).

Preuve Soient  un automorphisme de K™ et S un sous-espace vectoriel de K. Par
la proposition on a u(S)* = ul®?(S*). On est ramené au cas d = 1 dans KV (ot
on a posé N := (7)).

Schmidt laisse au lecteur la démonstration du cas d = 1, nous en proposons une ici.
Soit X = (&1, ...,&,) un vecteur directeur d’un sous-espace L' de dimension 1. On pose
X' i=u(X) = (&,...,&,) et on note a (resp. a’) I'idéal fractionnaire de K engendré
par les coordonnées de X (resp. de X').

Si on note b I'idéal fractionnaire engendré par les coefficients de la matrice de u dans
la base canonique, alors on a a’ C ba, ce qui assure

N(a) < N(a’')/N(b).
Finalement

F
F

&), -
51)7 .. .,Vj(gn))

Hp(u(L') < NGO | ]

j=1

(v4(
(v4(
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Fixons 1 < j < p. Si on note M := ng_lléllxl FY)>0etm:= Hgl\i\an(Y) > 0 (qui ne

dépendent que de F'), on a

F(op ()P () < aam

[|v;(X)
Remarquons maintenant que si on note encore || - || la norme hermitienne sur C", alors
pour tout Y € K™ on a ||v;(Y)|| = ||[Y?]|. Ainsi, si on note a¥) 1’automorphisme

de C” correspondant & w transporté par o; (i.e. si (ugi)g,; est la matrice de u dans
la base canonique de K™, alors la matrice de @) dans la base canonique de C" est
(0j(urt))k,1), alors

[ (X1 Ixon -
ou ||| - ||| désigne la norme d’opérateur associée & la norme hermitienne sur C" (qui ne

dépend plus de X). Finalement, on a :

He(u(r) < | N6 (3) TLIE ) ez,

J=1

ce qui acheve la démonstration.

Définition 4.1.9. Soit S% un sous-espace de K™ de dimension d. On pose N := (Z)
et on note Fg la fonction distance associée a la norme euclidienne sur RY. On définit
alors

H(S) == Hp,(S).

Remarque A partir de maintenant, on ne considérera donc que les hauteurs issues
des normes euclidiennes.

4.2 Seconde définition de la hauteur

Ce paragraphe reprend les sections 3 et 4 de I’article de Schmidt [I7]. On donne une
définition plus géométrique de la hauteur d’un sous-espace - le théoreme[4.2.3|assure que
les deux définitions coincident - en la reliant au déterminant d’un certain réseau de R"P
attaché au sous-espace S¢. La preuve du théoréme I'un des résultats principaux
de cette sous-partie, utilise cette nouvelle deﬁnltlon et des outils de géométrie des
nombres.

Dans ce paragraphe K désigne encore un corps de nombres de degré p et on conserve les
notations de la partie précédente (section pour oy, £ et X §=1,... p. On écrit
p =11+ 2ry ou 1 est le nombre de plongements réels et o le nombre de plongements
complexes (non réels) a conjugaison preés. On note ¢ le discriminant du corps K. Si
on note Tr la forme trace de extension K/Q, rappelons que § = det (Tr(vivj)) . oll

(v;); est n’importe quelle Z-base de Ok. On a aussi 6 = det (O‘Z(Uj)) ;.;+ On écrit alors

A := 27"2|§|'/2. On note encore F = Fg les fonctions distance associées aux normes

n
euclidiennes sur les espaces R(2). On reprendra un certain nombre des résultats établis

dans les paragraphes [2.2] et [2.3]
Soient S? un sous-espace de K™, X1,..., X, des points linéairement indépendants de

S9. On pose N := (7). Notons Y := (n1,...,nn) les coordonnées de Grassmann de
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S? obtenues & partir des X; (cf le paragraphe [2.2)). Par définition des coordonnées de
Grassmann et par (2.30) on a

F(v(m),- . vi(nn)) = DX, ... X9,
En notant a I’idéal engendré par les ny,...,ny, alors on a

P
H(SY =N@ ™ [[px?, ... x{). (4.1)
j=1
Plongement de K" dans R"”
Pour tout £ € K on suppose que £ est réel pour 1 < i < ry et que £1F72H7) est le
complexe conjugué de £("1+7) pour tout 1 < j < ro. On définit alors

£ sil<i<nr
el = ¢ Re¢® sirg <i<ritry
Im £ sir; +re <i<p,

ou Re et Im désignent respectivement les parties réelle et imaginaire. Etant donné
X = <£17 s 7£n) € Kn? on pose

On définit alors

p(X) = (égl]v"'? gp]a"wgr[zl]v"wgr[Lp]%

qu’on interprete comme un point de I’espace euclidien R"”. Remarquons que p est un
plongement Q-linéaire. Si ¥ est un ensemble de points de K, on écrit Ok (X) = XNO%,
I’ensemble des points de 3 & coordonnées dans O.

Rappelons-nous des définitions introduites dans le paragraphe notamment de la
définition d’un réseau (qui n’est pas pour nous nécessairement de rang maximal). Soit
5% un sous-espace de K" de dimension d. On a dimg(S?) = dp, donc Ok (S) (sous-
Z-module de OF) et par conséquent p(OK(S)) contiennent exactement dp vecteurs
linéairement indépendants. En écrivant alors

A(S) == p(Ok(9)),
c’est un réseau de R™ de dimension dp. Rappelons que d (A(S’ )) désigne son covolume.

Définition 4.2.1. Soit S un sous-espace vectoriel de K™. Sid = 0 on pose H'(S) =1,
sinon on définit

H'(S) = A™d(A(S)).
Proposition 4.2.2. On a la formule
H' (K™ =1,

ou, de maniére équivalente

d(A(K™)) = A™.

Preuve On suit ici les indications données par Schmidt dans [I7] en donnant quelques
détails explicites supplémentaires.
Supposons pour commencer que n = 1. Dans ce cas

A(S) = {(eM, ... ¢y | ¢ € Ox} C RP.
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Soit (vi,...,vp) une base intégrale de K sur Q (i.e. une Z-base de Og). Alors
(p(v1),...,p(vp)) est une Z-base de A(S). On a

2
oD
0= :
ng) T
Sionnote Lq,..., Ly les lignes du déterminant de droite et qu’on fait les manipulations
(dans lordre) :
1 .
Lyvts ¢ 5 (Lrits + Lrvtratg) j=1,...,1
Lyytrati ¢ =i(Lritratj = Lrytj) J=1,...,12,
on trouve :
2
,Ugl] ’Uz[;l]
—2r . . 2 2
27225 = | - t | =D(p(v1),....p(vyp))” =d(A(S))".
A

Donc d(A(S)) = A. Pour n > 1, les np vecteurs p(0,...,v;,...,0) ( =1,...,p)
forment une Z-base de A(S) = p(O%), et leur matrice est une matrice diagonale par
blocs dont chaque bloc est de la forme

U
U[p] N Ul[)p]

On en déduit facilement que
d(A(K™) = A",

Théoréme 4.2.3. Soit S un sous-espace vectoriel de K™. Alors
H(S)=H'(S).

Cela nous donne une nouvelle définition plus géométrique de la hauteur.

Preuve La preuve de Schmidt repose sur deux lemmes. Nous proposons pour le lemme
une preuve différente de celle de Schmidt et ne démontrerons pas le lemme
en entier. Le lecteur est renvoyé a [I7] (théoréme 2) pour les détails (Schmidt utilise
d’ailleurs pour achever la démonstration du lemme [1.2.5] un troisiéme lemme technique
que nous passons sous silence).

Soit S un sous-espace de K. Sid = 0 oud = n on a H(S) = H'(S) = 1; dans
le premier cas c’est par définition, dans le second cas c’est un corollaire direct de la
proposition [£:2.2] On suppose maintenant 0 < d < n.

Soit X1,...,X4 € Ok(S) linéairement indépendants sur K. On désigne par
Ok (Xi,...,Xq) le Og-module engendré par Xi,..., X, et on note A(Xy,...,Xy)
son image par p : c’est un réseau de R™ - sous-réseau de A(S) - de dimension dp.
Enfin, on note (n1,...,7n) les coordonnées de Grassmann de (Xi,...,Xy) (ol on a
posé¢ N = (7))).
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Lemme 4.2.4. On a l’égalité

p . .
d(A(X1,.... Xq)) = A [ DX, xP).
Jj=1

Preuve On commence par remarquer que si (81,...,0,) est une base intégrale de K
sur Q alors les Z;; = p(B;X;) (1 < j < p, 1 < i < d) forment une base du réseau
A(Xy,...,X4). On a alors

d(A(Xl,...,Xd) :D(Zlh...7Zp1,...,Z1d,...7Zpd).
Si on note Xy := (&k1,. -, &kn) (1 <k <d) et

Z5 = ((Bi&)™, . (Bi&a) P, (Biin) M, (Biin) ),

on a

A(A(X1,..., X)) =2""D(Z}y,.. ., 200, D L))
Schmidt effectue ensuite des manipulations fines de déterminants et utilise quelques
arguments algébriques (il considére les Bz(j ) comme des variables) pour arriver au ré-
sultat (cf [I7]). Nous suivrons un raisonnement différent.
Permuter les coordonnées des Z}i ne change pas le covolume du réseau ainsi ob-
tenu. Nous pouvons donc remplacer les Zj'-l- par les Y;; ou on a posé Y; =
((8;X0)D,..., (8, X)) ®).
On note My la matrice dont les lignes sont les vecteurs Yi1,...,Yp1,...,Y1p, ..., Ypa.
D’apres le paragraphe [2.3| on sait que D(YM7 e Ypd)2 = det My My;. On remarque
maintenant que si on pose D = (BEJ )Zj € M,(C), qu’on définit D’ comme étant la

matrice carrée de taille dp diagonale par blocs égaux a D, et enfin qu’on appelle M’ la
matrice de taille dp X np dont la ((k — 1)d + 4)-éme ligne (1 <k <d, 1 <14 <p) est

(626Dl 6D e = (0,0, € €W o, 0),
—_——

i—eme bloc de taille n

alors My = D'M’ et par conséquent det(My M) = [6|? det(M’(M’)*). Pour calculer
le déterminant du membre de droite, on permute les lignes de la matrice M’ pour
obtenir une matrice B diagonale par blocs (plus précisément, on réordonne les lignes
de maniere a ce que la ((k — 1)d + i)-eéme ligne devienne la ((¢ — 1)p + k)-éme ligne.
Le lecteur est invité & représenter lui-méme les matrices mises en jeu). Le i-éme bloc
diagonal de taille d x n (1 < i < p) est alors la matrice dont la k-éme ligne est X ,gi).
On en déduit immédiatement que

d
det(M’(M")*) = det(BB*) (H fﬂ)))Q,
j=1
et finalement
2 d . 2
d(A(X1, ..., Xa)) :272r2d|5\d<H DX, 5g>)) _
Jj=1

Lemme 4.2.5. L’indice de A(Xl, .
engendré par ny,...,NN-

.. X4) dans A(S) est égal ¢ N(a), ot a est l’idéal
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Preuve Schmidt se rameéne a un probleme de congruence avec des idéaux de O . Nous
ne présenterons ici qu’une esquisse du schéma de preuve, le lecteur est renvoyé a [17]
(lemme 5) pour la fin de la preuve.

L’indice de A(Xl,...,Xd) dans A(S) est égal a lindice de Ok (Xi,...,X4) dans
Ok (S). Soit Y = Z?:I a; X; € Ok(S). Comme chaque mineur de taille d de la matrice
dont la k-eme colonne (k # i) est X}, et la i-éme colonne est Y est dans Ok, on en
déduit que a;n; € Ok pour tous 1 < ¢ < det1 < j < N. Ainsi, si p # 0 est dans a
et qu'on écrit B; := pa;, on a B; € Ok, 1 < i < d. On est ramené a calculer I'indice
de pOx(X1,...,Xy) dans pOx(S). Si on note ® I'isomorphisme de S¢ vers K¢ qui &
un vecteur X associe ses coordonnées dans la base (Xi,...,Xy), le travail précédent
nous assure que 'image par ® de pOg (X1, ..., Xy) est égale & (pOk)? et 'image de
pOK(S) est incluse dans pOﬁl(. En transportant le probleme par ®, on est ramené a
trouver le nombre de classes (81, ..., 84) + (pOk)? avec (B1, ..., B4) dans ®(pOk(S)),
en d’autres termes on cherche le nombre de d-uplets (81, ..., 84) & coordonnées dans
Ok mod (p) (ou (p) est I'idéal engendré par p) tels que le vecteur 1 X1 + -+ + BaXq
soit p fois un élément de Ok (S). Il s’agit donc de calculer le nombre de solutions de
I’équation

d
ZBiXi = 0 (modp),
i=1

et de montrer qu’il est égal & N(a). En décomposant les idéaux a et (p) en produit
d’idéaux premiers

a=p..ps,  (p)=plopl (e < S,

par multiplicativité de la norme et par le lemme chinois, il suffit de montrer que le
nombre de solutions entiéres (81, ..., 3q) distinctes modulo pzf “ de

B1éik + -+ Balar =0 mod p;* (k=1,...,n),

est égal & N(p;)fi.
Schmidt démontre un résultat un peu plus général sur le nombre de solutions de pro-
blémes de congruences similaires (le Lemme 6 section 3 de [I7]) pour conclure.

0

Le lemme implique que d(A(S)) = N(a)"'d(A(Xy,...,Xq)) et on conclut

avec le lemme et Iégalité (4.1)).
O

Grace a cette nouvelle définition, nous sommes en mesure de démontrer le résultat
suivant.

Théoréme 4.2.6. Soit S un sous-espace de K™.
(a) Soit 0 < d < e < n. Alors il existe un sous-espace S¢ tel que

S S¢ et H(S®) < e H(SY) e/ (n=d)
(b) Soit 0 < f < d < n. Alors il existe un sous-espace ST tel que
St c st et H(ST) < e H(SY)/,

Ici ¢y est une constante > 0 qui ne dépend que de n et K.
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Preuve La démonstration proposée ici est celle de Schmidt [17] (théoréme 2). L’ordre
des arguments a parfois été un peu changé.

Commengons avec le cas (a). Par récurrence on voit qu’il suffit de traiter le cas e = d+1.
Dans cette preuve cg, ... seront toutes des constantes > 0 qui ne dépendent que de n
et K.

Le réseau A(Sd) est un réseau de R™ de dimension dp et covolume H(S?)A? (par le
théoreme . Soit F' := Vect(A(S)) et EP("=9 = FL. Soit A’ I'image de A(K™)
par la prOJectlon orthogonale sur EP("~9_Alors A’ est un réseau de covolume

d(A) = d(A(K™))/d(A(ST)) = A" H(SH)*.
En effet, on a
A(AK™) = d(A)d(A(K™) 1 F),
et comme A(S?) est saturé dans A(K™), on a A(K™) N F = A(S9).
On note V(m) le volume de la boule unité de R™. La boule de EP("~% de centre 0 et

de rayon p a pour volume V(p(n — d))pP"~?. Par le premier théoreme de Minkowski
il existe un point G’ non nul de A’ de norme

1G]] < caH (%) 7. (12)

C’est la projection orthogonale d'un G = p(X) € A(K™), ou G (resp. X ) n’est pas dans
F (resp. S%). On définit alors S9+! par

St = §4 @ Vect(X).

Montrons que S9! convient. Pour montrer cela, par le théoréme il suffit de
montrer que

d(A(Sd+l)) < CgH(Sd)(n_d_l)/(n_d).
Si on appelle A* le sous-réseau de A(S9t1) engendré par A(S%) et p(B31X),...,p(B,X)

(ot on a pris (B1,...,Hp) une base intégrale de K/Q), alors on peut se contenter de
montrer

d(A*) S C3H(Sd)(n_d_1)/(n_d).

On pose maintenant G; := p(8;X) et on désigne par G’ la projection de
G; sur EP"=D (j = 1,...,p). Soit Hy,...,H,q une base de A(S9). Alors
Hy,...,Hpq,G1,...,Gp est une base de A* et on a

d(A*) = D(Hy, ..., de,Gl,...,Gp):D(Hl,... Hyq, G, ..., GY)
< D(Hy,...,Hpq) H||G’H (par la proposition [2.3.6)

ZAdH(Sd)H 1G5I-

=1

Il s’agit donc de majorer judicieusement la norme des G;-.
Par définition de G, (G — G’) € F et comme le Q-espace vectoriel p(S?) est dense dans
F, par I'inégalité (4.2) il existe X* € S¢ tel que

1o(X = X = |G = p(X*)|| < 2c2H(SY) " 70

Or, il est clair qu’il existe ¢4 telle que ||p(5;Y)|| < ca||p(Y)|| pour tout Y, donc on peut
tirer de I'inégalité précédente les inégalités

1(B5(X = XN =G} — p(B; X < s H(S) 7d  (j=1,....p).
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Mais maintenant, comme 3; X* € S?, on a p(B;X*) € F et par conséquent
_71 .
1Gl| < esH(ST) 7D (j=1,...p).

Finalement on en déduit que

p
d(A) < AHSY TG < e H(SHH(SY) ™77 = cgH(§)nmd=1/(n=d),

j=1

ce qui achéve la démonstration du point (a).

Le cas (b) est prouvé par dualité : T := (S%)+% est de dimension n — d et par (a)
est contenu dans un sous-espace 7" de dimension n — f avec H(T") < ¢, H(T)!/¢ =
ctH(SY /4, Alors S := (T")-¥ a les propriétés requises.

O

4.3 Nombre de sous-espaces de hauteur < H

Cette partie reprend la partie 5 de [I7]. On conserve les notations du paragraphe
précédent pour K. Le résultat principal de ce paragraphe est le théoreme 4.3.3| qui
donne le comportement asymptotique du nombre de sous-espaces de dimension d et de
hauteur inférieure ou égale a H en fonction de H.

Lemme 4.3.1. Soit 0 < d < n. Alors H(S?) > 1. De plus, il y a ezactement (7))
sous-espaces S¢ C K™ de hauteur H(S%) = 1 : ce sont les sous-espaces S% engendrés
par d vecteurs distincts de la base canonique de K™.

Preuve La preuve est laissée au lecteur par Schmidt, nous en proposons une ici.
Notant Xi,...,Xq une base de S%, la formule (4.1)) utilisée avec la proposition m

donne :

N

NP =[] (Y mPe) = > | f[m@f SN
j=1 i=1

i=1 =1 j=1
ot on a noté N = (7). Comme N(a) < N(n;) pour tout i tel que n; # 0, on en déduit
que
N(S%) >1,

avec égalité si et seulement si N(n;) = 0 pour tout ¢ sauf un unique ig pour lequel
N(n;,) = 1. L’équivalence (2.26) permet de conclure que S¢ est égal & Vect (e, , ..., €;,)
ot (i1,...,1q) est le ig-éme d-uplet quand on les a ordonnés par l'ordre lexicographique.

O

Définition 4.3.2. On note N(n,d, K, H) ou plus simplement N(d, H) le nombre de
sous-espaces de dimension d de K" de hauteur inférieure ou égale a H.

Théoréme 4.3.3. Soit H>1 et 1 < d < n. Alors il existe des constantes cg et c7 qui
ne dépendent que de n et K telles que

cgH" < N(d,H) < c;H". (4.3)
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Preuve Le lecteur est renvoyé a [I7] (théoréme 3) pour la démonstration de ce théo-
reme. La preuve se fait par récurrence sur la dimension d. L’initialisation découle d’un
article de Schanuel [I6] (qui fournit en réalité un résultat bien plus précis). Notons
toutefois que le Lemme 10 de [I7] avec d = 1 assure déja que N (1, H) < czH".

O

5 Approximations diophantiennnes

Cette partie reprend la partie IIT de [I7]. Les résultats principaux d’approxima-
tions diophantiennes sont résumés dans le paragraphe [5.3]; les paragraphes et
sont une préparation technique nécessaire pour les preuves desdits résultats. Enfin, le
paragraphe montre dans quelle mesure les inégalités obtenues sont optimales. On
distinguera deux cas (a) et (b).

Cas (a) : G™ désigne un espace euclidien E™, ¢ =1 et K est un corps de nombres réel
(on voit donc K comme un sous-corps de R).

Cas (b) : ¢ = 2, G™ désigne un espace hermitien U™ et K est un corps de nombres
complexe non réel (on voit K comme un sous-corps de C).

Dans les deux cas, C1,C5, ... désignent des constantes > 0 qui ne dépendent que de
K, n (mais qui sont indépendantes des sous-espaces A%, ... considérés). On utilisera
les notations et notions introduites dans la partie

5.1 Travail préliminaire

Le seul résultat de ce paragraphe - qui reprend la section 10 de [I7] - est le théoréme
dont nous nous effor¢ons de fournir une preuve dans le cas (b).

Théoréme 5.1.1. Soit 0 < d < n, c:=n—d et u := min(c,d). Soit AY un sous-espace
de G™ et H > 1. Alors il existe des sous-espaces BY C --- C B* de G™, chacun défini
sur K, tels que pouri=1,...,u

(1) H(B)<H
(2) H(Bl)¢g(Ad, Bi) < ClH*d/C < C1H(Bi)7d/(ic)

Preuve Dans [I7] (théoreme 8), Schmidt ne démontre le théoreme que dans le cas (a).
Ici nous allons au contraire traiter en détails le cas (b) dont il ne fournit qu’un schéma
de preuve.

On note o1, ...,0, les plongements de K dans C et €0 = o;(&) pour € € K. On éerit
p = 114215 et on suppose que £27) est le complexe conjugué de £27=1 pour 1 < j < ry
et que £27219) est réel pour 1 < j < rq, pour tout £ € K. Puisque I'on est dans le cas
(b), on peut supposer que oy est I'identité Idk (o2 est donc son complexe conjugué).
Puisque K C C, on peut prolonger o1 (resp. o2) en 'identité de C (resp. la conjugaison
complexe) de sorte que £ (resp. £?)) ait un sens pour tout £ € C .

On note & — ¢l Papplication K — R définie par

Re £ si1<i<2ry et i impair,
= Im¢® sil<i<2ryetipair
§(i) si2re+1<i<p

Comme on a prolongé oy (resp. o) & C, &M (resp. £21) a un sens pour tout § € C.
Etant donné un vecteur X = (&,...,&,) € K", on pose X := (59,...7 ,(f)) et
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Xl .= (§£i]7...,§,[f}). Remarquons que X = X[ —iXPl et que cette égalité fait
sens pour tout X € C™. L’anneau Ok désigne toujours 'anneau des entiers de K. Si
X € K™, on note également

X=pX)=(x_  xFyecpgrr (5.1)

Notez que la fonction p définie ici est égale & la fonction p du paragraphe [£.2] &
une permutation des coordonnées preés (de méme pour les fonctions & — & M), ce qui
ne change pas les propriétés et les résultats obtenus dans ce précédent paragraphe.
On note encore A = A(K™) 'ensemble des p(X) tels que X € O%. Cest un réseau de
dimension np et de déterminant A™ (cf paragraphe .

Soient B!,...,B% tels que pour tout i B® = Vectc(Xi,...,X;) avec X; =
(&1,...,&n) et &; € K. L’idéal fractionnaire a; engendré par les coordonnées de
X1 A -+ A X; (cf paragraphe est un idéal de Ok donc de norme > 1. On en
déduit par (4.1) que H(B?) < H§=1 D(ij), . .,Xi(J)). Ainsi, pour montrer le point
(1) du théoreme, il suffit de montrer

DXY ..., xP)<HP  (1<i<ul<j<p). (5.2)

Un vecteur X =€ U™ s’écrit de maniére unique X = X4 + X* avec X2 € A et
X* € At (rappelons que A~ est I'orthogonal de A dans U™ pour le produit scalaire
hermitien ; ¢’est un sous-espace de dimension ¢). Nous allons construire par récurrence
des vecteurs X1 = p(X1),..., Xy = p(Xy) € A\ {0} vérifiant :

(@) IX;| < CoH =M EITYP (G =1, u)

(@) (XA XM 1< @) XAP (1<i<j<u)

(iid) DX, .. XN = [|IX{P A AXP| < HI/P4T (j=1,...,u)
(

) 1 )
i) XM < SHYP (=1, wk=3,....p)

De plus pour j = 1,...,u on va choisir X; tel que [[X{* A--- A X7|| soit minimale.
(Rappel : on identifie I'algebre extérieure AU (U™) & U (3) comme dans le paragraphe
2.2)). C’est pour cette construction qu’il y a le plus de différences entre le cas (a) et le
cas (b). Dans le cas (b), Schmidt fournit uniquement les équations (i) — (iv) ; les calculs

sous-jacents sont implicites et prennent la plus grosse partie de la preuve.

Pour j = 1 'inégalité (i7) n’a pas besoin d’étre satisfaite et 'inégalité (iii) devient
|| X < HYP471 Pour X = (X141, X1ny -+, Xp1y -+ Xpn) € EP™ on pose X :=
(X11 — iXZl; e 7X1n — ZX2n) € U™. Les mégahtés

||X*|| < C2H—n/(20)+1/p
X4 < HYPat

1
||(Xk1,...,X,m)||§§H1/p (k=3,...,p)
définissent un corps convexe symétrique de EP”. Afin de calculer le volume
de ce convexe, notons ® lisomorphisme R-linéaire entre E?" et U™ défini par

®(Y,Z) = Y —iZ (remarque : & 1(X) = (XM XPB). Ainsi, notant X :=
(X115, X1, X215, Xon), on a X = ®(X). On pose également X4 := &~1(X4)
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et X* = ®~1(X*). Comme pour n’importe quel sous-espace vectoriel S de U™ on a
1S = o719t et que ||(Y, 2)|| = ||®(Y, Z)|| pour tous Y, Z € E™, les égalités
précédentes se réécrivent

||)}*|| < CQan/(%)Jrl/p
XA < HY/Pa?

1
(X1, Xen)|] < §H1/p (k=3,...,p)

avec X4 € ®~1(A) (de dimension réelle 2d) et X* € ®~1(A)L (de dimension réelle 2c).
Le volume de ce convexe est donc égal a

2
(Cemr2eiry(20)) x (4724120 (2d) ) (2_"H"/”V(n))p
> 02047249~ n(P=2) Y/ (2¢)V (2d)V (n)P~2 > 2"P A"

pour C5 assez grand en fonction de n et K (ot on a noté V(m) le volume de la boule
unité de E™). Par le premier théoréeme de Minkowski il existe alors un ¥; € A non nul
avec les propriétés requises. On le choisit tel que X{* soit de norme minimale.
Supposons maintenant construits Xi,...,%;_1 pour un j > 2. Les inégalités (i) a (iv)
en j définissent un convexe symétrique pour X;. Afin d’appliquer le premier théoréme
de Minkowski, il suffit de montrer que son volume est > 2"?A™,

En décomposant X7A = YA+ YA “avec Y1 € Vecte(X{,..., X)) et YjA’* €
Vecte (X7, ... ,XA Dt NA, les 1negal1tes (i) — (iv) se réécrivent :

() X7 < CyH—n/ e/

(@) [ (XA Y | < 8 ) XAP A <i<j-1)
(iid") ||1X7 A ---AX-AlH><|\1@A’*||SHj/p4-j
(

') (| XH)) < 2 S (k=3,....p)

Cet ensemble est le produit de quatre ensembles convexes symétriques de sous-
espaces deux a deux orthogonaux de FEP™ dans lesquels varient respectivement
(X)W, (xH)B,0,...,0), (Y, (vHR,0,...,0), (v, (v7)20,...,0) et

k
les (0,...,0, XM 0,...,0).
~—

k-eéme bloc de
n coordonnées

Si X{*,..., Xt sont linéairement dépendants, (ii') et (iii') définissent un ensemble
convexe de dlmensmn (réelle) 2d et de volume infini. On peut donc les supposer linéai-
rement indépendants.

L’inégalité (i') définit un ensemble convexe de ®~1(A)L (de dimension (réelle) 2¢) de
volume C3¢H~"+2¢/PV (2¢).

L’inégalité (i7’') définit un ensemble convexe de ®~!(Vectc (X{“7...,XJ<4_1)) (de di-
mension (réelle) 2(j — 1)). Afin de calculer son volume, introduisons ¥, l’isomor-
phisme entre E?" et U™ défini par U(Y,Z) = Z + iY (remarque : on a ¥ = i®
et U7H(X) = (—~XB, X)) Si on note Y := &~ 1(Y), X = &YX) et
)/fiA = U H(XA) (1 <i<j), l'inégalité précédente se rééerit :

o -~ 2
\/‘ A7) +‘<XZ,A7Y]A>‘ < B u)HIXAIP (1<i<j-1).
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L’ensemble défini par ces inégalités contient le sous-ensemble convexe de
! (Vecte(X{H, ..., X)) défini par
(X7 | < @2y xR a<i<i-1)

(XA 72| < @28t XAl 1 <i<j-),

dont le volume est, puisque || X|| = ||XZA|| = || XAl

vA TA \—1
X 7...,Xj_l)

7j—1
220-D(21/250ut) =200 TT (RAPIRAIR) DEL, L KL,
=1

> (8Uu)2UTUD(XP, XA XD LX)
par l'inégalité de Hadamard. Remarquons maintenant que

DX, XA

ALXY, XA ) =D X))

Cela provient de deux faits : d’abord si Y € U™ et si on pose ¥ = ®~1(Y), Y =
UL(Y), alors Y et Y sont orthogonaux et D(Y,Y) = D(?)D(?) = D(Y)?2. Ensuite,
si (Y,Z) € U™ est une paire de vecteurs orthogonaux entre eux, alors il en va de méme
des paires ()N/, 2) et (i}, 2) Cela assure que si S est un sous-espace vectoriel de U™, si p,
P et p désignent les projections orthogonales sur S, ®~1(S) et ¥~1(S) respectivement,

alorsonapo® ! =®d lopet po¥ ! = ¥~ op. On conclut alors en orthogonalisant

les familles (XlA,...,XjA_l) et ()?f‘,...,)?]‘-4_1,)?{4,...,)?5—4_1).

Ainsi, le volume du convexe défini par (ii’) est plus grand que
(8“ul)2U-VD(X{, L XA )2

L’inégalité (iii") définit un ensemble convexe de &~ (Vecte (X7, .. ., X]A_l))l Ne1(4)

(de dimension 2(d — j + 1)) de volume

(H/P4=iD(X{, .., XA) ) 7 v (2d - j + 1)
> (HIP4D(XP, . X)) 2 (H/Pa—d (4 - gD/ 2Dy 9g — j41))
> HY/P4m 6 D(XA, L XA ) TP Y v (o(d - 1)
> H2/PD(X{, . XA ) 2472V (2(d - § + 1)),

ou on a utilisé (ii7) avec j — 1 pour passer de la premiére ligne a la deuxieme.
Enfin I'inégalité (iv') définit un ensemble convexe de E™?~2) de volume

(2*"H”/pV(n))p72 > 9P [n=2n/PY (P2,

Ces quatre inégalités montrent que le volume du convexe défini par les quatre
équations ensemble est strictement supérieur & C3¢ x \ ol A est une constante > 0 qui
ne dépend que de n et p. Donc pour Cs assez grand, on a bien un volume > 2"PA™ et le
premier théoréme de Minkowski donne X; non nul vérifiant (i) — (iv). On le choisit de
sorte que D(X{, ..., X]A) soit minimal, ce qui acheve notre construction des X1, ..., X,.

Pour chaque i il existe X; € O% tel que X; = p(X;) (1 <i <w). On pose
B’ := Vectc (X1, ..., X;).

Vérifions que les B* conviennent. La suite de la preuve est presque identique dans les
deux cas (a) et (b); les arguments sont les mémes, seules les inégalités mises en jeu
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sont légerement différentes.

Montrons pour commencer que B’ est bien de dimension i. Pour cela, il suffit de
montrer que les X ,? sont linéairement indépendants. Afin de montrer la non nullité des
X JA, montrons que

|X{| > 2nCoH /T, (5.3)

pour H assez grand. Si ce n’était pas le cas, en utilisant (4) il existerait des H arbitrai-
rement grands pour lesquels

[|1X1]] < 1o, H—/(2O+1/P ot done €1k, [Ek] < o1, g—n/(20)+1/p (1<k<n)

(en écrivant X = (&11,...,&1n))-
En utilisant (iv) on a aussi :

EDI<HY? (1<k<n;3<j<p).
On en déduit qu’il y aurait des H arbitrairement grands pour lesquels
N(flk) S 22(n+1)022H17n/c < 1’

si H est assez grand, ce qui impliquerait &1, = 0 (k = 1,...,n), et donc X; = 0 et
par suite X; = 0 (pour des H arbitrairement grands), ce qui n’est pas. Donc (5.3)) est
vraie.

Soit 1 < k < j < u. Alors X; vérifie les trois inégalités (i), (i1) et (iv) satis-
faites par Xj ((i4) est plus restrictive pour X; que pour Xj). Donc, par minimalité de
D(X{,...,X{") ona

En particulier, pour & = 1 on obtient ||X{|| < ||XJA|| Par (5.3) cela assure la non
nullité des HXJAH

Montrons maintenant par récurrence sur j les inégalités

1
XA 2 SIXAL | et AXA, XA) < @)™ (1<k<j<w.  (5.5)
On définit Yj tel que X* = [| XAV} (j = 1,...,u). Par (5.4) appliqué avec k = j—1,
on trouve aprés simplification par || X{1]|. .. ||XJ‘»472|| que
1XGEIDO, - Y, Vi) < IXHIDO, L Y, Y7 < JIXF.

Par hypothése de récurrence et en développant le déterminant (2.28) on a

DAY, YA ) 21— Y (@) > - (- DIEta) T > (5.6)
0€S; 1
o#lId

B~ =

et donc HXJAH > ||XJ’-471H/2. Par (ii),
AXEL X < (8 ) THIXE/IXGH < (8" u) 7127 < (4tul) T (L <k <),

ce qui achéve la démonstration de (5.5). Un petit argument (cf [I7], preuve du corol-
laire du Théoréme 7 p. 448-449) permet de montrer que X{*, ..., X/ sont linéairement
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indépendants. Il en va donc de méme de Xi,..., X, et ceci assure que B* est bien de
dimension 1.

Montrons maintenant ([5.2)) (ce qui prouvera ’assertion (1) du théoreme). Par (iv),
il suffit de le vérifier pour j = 1 (et ce sera également vrai pour j = 2). Par (i), (5.3

et (53),
IXF < IXA (i=1,...,u),

en particulier
X0 <20XA (i=1,...,u). (5.7)

L’inégalité (5.5) et le calcul (5.6) assurent aussi || X{]]...[|XA|| < 2D(X{, ..., X1).
Donc par (4i7),

D(Xy,.., Xo) < [1Xal[ - 1G] < 2701 X)X
<27ID(XP, L X
< Hi/Pg—itl < H/P.

D’ou l'assertion (1) du théoréme.

Reste & prouver l'assertion (2) du théoréme (nous détaillons ici un peu plus les ar-
guments de Schmidt). Pour cela, remarquons déja que || X;|| < 2||X7|| < 2¢||X#|| par
et (5:5), et que ||X;||w(A4, X;) = || X]|| < CoH ™/ (R9+YP par (i) (remarque :
en revenant aux définitions des fonctions w et A définies dans la partie [3} on ob-
tient A(X;, A%) = || XA||/]1X:]| et w(X;, AY) = || X7||/||X:]]). En combinant ces deux
inégalités et en majorant l'exposant 2i qui apparait par 2n, on obtient finalement
|| X1])2w? (A, X;) < 220C3H™H2/P (1 =1,... u).

Maintenant, si on revient & la définition de la hauteur pour une droite (cf Définition
et puisque X; est a coordonnées dans I’anneau des entiers, on a

P p
k k
H(BY < [TIXP1 = 1x0? TT 1M1
k=1 k=3

Or par (iv) on a pour k = 3,...,p l'inégalité ||X1(k)|\ < H'Y?. En combinant les es-
timations précédentes on trouve finalement, puisque n — ¢ = d, H(B")w?(A%, X;) <
22C2H~%¢ (i = 1,...,u). Pour achever la démonstration de la deuxiéme assertion
du théoréme on va utiliser le corollaire du théoréme [3.3.7 Les inégalités que l'on
vient de montrer nous assurent l'existence de Y; € A4 non nul tel que w(X;,Y;)? <
22"C2H-Y¢H(BY)~! pour j = 1,...,u. L'inégalité implique quant a elle que
AMXj, X)) <47 (avec 1 < j < k < u). Toutes les conditions du corollaire mentionné
sont vérifiées avec w = 2"CyH~4/(29) (H(B1)~1/2 et I'on conclut facilement en remar-
quant quici 1;(A?, BY) = w;(A?, BY) pour i = 1,...,u (puisque d +i < d +u < n, cf
$-2)-

U

5.2 Théoremes du Going-up et du Going-down

Ce paragraphe reprend la section 11 de [I7]. Il contient entre autres les théorémes du
going-up et du going-down. Le deuxieme est beaucoup plus technique que le premier,
nous le prouvons dans le cas (b).
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Théoréme 5.2.1 (Going-up).

Soient d + e < n, A, B® des sous-espaces de G™ et H > 1 et ¢ > 0 fizés. On
suppose B¢ défini sur K et de hauteur H(B¢) < H. On suppose de plus que pour
i=1,...,t =min(d, e) existent des constantes z;,y; > 0 telles que

H(B®)"i1p;(A%, B®) < cH ™Y,

Alors il existe des constantes C3 = Cs(n,e, K) et Cqy = Cy(n,e, K, xz;,y;) telles qu’en
posant H' = C3H™=e=D/(n=¢) 4l existe un sous-espace Bt > B¢ défini sur K, de
hauteur H(B*') < H' et satisfaisant

H(Beth)mn=a)/ (e (A4 Bty < c Oy H/~vin=e)/(nmel), (5.8)

Preuve La preuve de ce théoréme est celle de Schmidt [17] (théoréme 9).
On définit C5 comme étant la constante ¢; du théoréme [{.2.6l D’apres la pre-
miere assertion de ce théoréme il existe B¢T! O B¢ défini sur K, de hauteur
H(B*t') < C3H(B®)(m—e=D/(n=¢) < H'. Par le corollaire on a aussi les in-
égalités 1; (AL, BT1) < 9;(A4,B®) (i = 1,...,t). En combinant ces inégalités on a le
résultat escompté pour un C4 convenable.

O

Théoréme 5.2.2 (Going-down).

Soient A?, B¢ des sous-espaces de G™ et H > 1. On suppose B¢ défini sur K et de
hauteur H(B®) < H. Soient1 < h < f' =min(d,e—1),c¢>1ety; > --- > yn > (gh)~!
(rappel : q a été défini au début de la partie@ . On suppose

H(B®)w!(A4,B) < TH- =Y (j=1,...,h). (5.9)

On pose y :=yy + -+ + yp et on suppose que

yi=yielgy+e—1)"" =g (i=1,...,h) (5.10)
Alors il existe un sous-espace B¢~ C B¢ défini sur K, de hauteur
H(Be_l) < C5H(B€)H(qy_1)/e < CsHletav=D/e —.

et satisfaisant a la relation

H(B* Ywl(A4, B < Ceet H (@i Dlavte=D/e — creag/=(@i=1) (;=1,... h),
et donc (puisque —(qy, —1) <0)
wi(A% B < CgeH (B 1) % (i=1,...,h).
St a la place de on a
wi(AY, B =0 (i=1,...,h), (5.11)

on pose
Yo := e(qgh) ™"
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Alors pour tout H' > CoH, il existe un sous-espace B¢~ C B¢ défini sur K, de hauteur
H(B¢Y) < H' et satisfaisant

H(B* Ywi(A% B < CyoHWo H'= (@0~ (i =1,...,h),
et donc (puisque —(qyo — 1) <0)
wi(AY, BN < Oy HYO H(BS™) "% (i=1,...,h).

Dans ce théoréme les constantes Cs,...,C11 dépendent uniquement de
n, K, y1,...,yn mais pas de A%, B¢ et H.

Preuve Nous ne traitons ici que le cas (b) (K est donc un sous-corps de C non réel), le
lecteur est invité a consulter [I7] (théoréme 10) pour le cas (a). La différence majeure
entre les deux cas est le fait que dans le cas (a) la forme bilinéaire ¢ du paragraphe
[2:2) coincide avec le produit scalaire, ce qui n’est plus vrai dans notre cas. Il est &
noter qu'une partie de la preuve de Schmidt est fausse & cause d’une confusion entre
la forme bilinéaire et le produit scalaire hermitien (Schmidt a une méme notation pour
ces deux formes et jongle une bonne partie de la preuve avec les deux).

Ici, A est défini comme au paragraphe (avec K). Dans cette preuve, on travaillera
avec le corps K défini comme le conjugué complexe de K (attention, ici cette notion
ne renvoie pas a la cléture algébrique de K).

Supposons pour commencer que (5.9) est vérifié. On pose m = n — e et B&+ =
(B€)*: = Vect(Zy,...,Zy) avec Z; € K (attention, comme on a pris I'orthogonal
hermitien ce sous-espace est désormais défini sur le conjugué complexe K de K, a
priori distinct de K). Nous allons construire un vecteur W € K= \ (B¢)t et nous
vérifierons que

B¢ = Vect(W, Z1, ..., Zm)™t, (5.12)

qui est défini sur K, possede toutes les propriétés requises.

Notons en premier lieu que pour tout sous-espace S défini sur K, on a
H(S) = H(S'). Ceci vient directement du fait que H(S) = H(S), du théoréme
et du fait que 5 = S+
On pose \; := \;(A% B®) (pour i = 1,..., f := min(d,e)) et on choisit (Xi,...,Xy),
(Y1,...,Y.) bases orthonormées respectives de A? et B¢ vérifiant (X5, Y;) = i\,
Iexistence de ces deux bases étant fournie par le théoréme[3.1.2] Ainsi pouri=1,..., f
on a w(X;,Y;) = wi(A%, B¢). Notons que (Y;, Z;) =0 (i=1,...,eet j=1,...,m).

On va utiliser les résultats du paragraphe avec le corps de nombres K et le
plongement p défini comme dans la preuve du théoreme Pour cette preuve
uniquement, les p plongements o71,...,0, seront ceux de K dans C (et 'on utilisera
les notations Y@, Y1 . rattachés a ces plongements). Le réseau A(B*+) C EP™
(construit & partir de K et p) est un réseau de dimension pm et de déterminant
A™H(B%1) = A™H(B®) (puisque K et K ont méme discriminant en valeur absolue).
On choisit Ji,...,Jpm une base de ce réseau et on note II I’ensemble des vecteurs
J = > ¢7; avec ¢; € [—1/2,1/2]. Cet ensemble a pour volume A™H(B¢) (lors-
qu’on le voit dans l’espace vectoriel de dimension pm qu’il engendre) et ne contient
aucun vecteur du réseau A := A(K") & l'exception du vecteur nul. On note enfin
S* := Vect(A(B®1)) C EP™.
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Construction de W

Comme précisé plus haut, on suppose que p est défini comme dans la preuve du
théoreme avec K & la place de K. Rappelons en particulier que o est I'identité
de K et oy son conjugué complexe. Nous les prolongeons en I'identité et la conjugaison
complexe de C de sorte que Y et Y2 ont un sens pour n’importe quel vecteur Y € G™.
SiYGG"etZEFn,ona

Y, Z) = <(Y“],Y[2],o, - ,0),p(Z)> i <(—Y[2},Y“],o, . ,o),p(Z)> .

Comme (Yj); est une famille orthonormale et que chacun de ses vecteurs est orthogonal
a B®1, on en déduit que les vecteurs

=My o0,...,00 G=1,....h),

J J J

et
2] 1 .
2)]2:(7)/][]7}/:][]7()’70) (]Zlaah)v
forment une famille orthonormée de EP" orthogonale & S*. On pose alors T, :=
Vect@)%, 2 ,2)}72)?) (j =1,...,h), sous-espace de dimension 2j.
Un vecteur X € EP™ se décompose de maniere unique

X=X"+Xp+ Xo,
avec X* € §*, X1 € T, et Xy orthogonal & S* et a Tj,. L’ensemble des X vérifiant
(1) X*ell
(i) | (%, %) | < H- Wi Cv0/@) (g Be) Y (j=1,...,h;i=1,2)
(i) || Xo|| < CrgHZv=D/(ew)

est un corps convexe symétrique qui est le produit de trois corps convexes symétriques
appartenant & des sous-espaces orthogonaux entre eux ; son volume est donc le produit
des volumes de ces trois convexes et est égal a :

A™H(B®) x (

h
Jj=

(20~ Wi~ @v=1/P)) (F1/ F(B°)) 1/<2h))2) %
1

pe—2h

% (CuH(?y—l)/(ep)) V (pe — 2h)

(rappel : on a noté V(I) le volume de la boule unité de E'), c’est-a-dire a
A™4MY (pe — 2R)CET2 > 9P A™ si (5 est assez grand. Par le premier théoreme de
Minkowski il existe ainsi un X € A non nul dans cet ensemble. Soit W € (9% tel que

X =p(W).

Nous allons maintenant établir un certain nombre de propriétés de W dans le but de
montrer que B¢~1 défini par (5.12]) possede toutes les propriétés requises. Notamment,
il nous faut controler | (W,Y;) | et |[V;]| (ot V; est la projection orthogonale de W)

sur Vect(Z{j ), cee ZT(ﬂ))l) car ces quantités interviendront directement dans le calcul
de la hauteur H(B*" 1) de B¢~ 1.

Quel que soit 1 < j < hona

(Y5, W) [ =[5, p(W)) + (DT, p(W)) | = (D5, X) +i (D], X) |
< o~ W= Cu=0/() (g1 (Be)) P, (5.13)
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par (7).
Notons aussi que (i¢) et (i74) impliquent

|% — x*| < ChHZy=1/(ep)
puisque par hypothese y; > 1/(2h) (on peut majorer brutalement H~(%i—(2y=1/(er))
(H/H(Be))l/(%) par H(2y=1/(ep)).
Pour 1 < j < p, on écrit W) = U;j+Vjavec U; € Vect(ZP, e Z,gj;)) et V; orthogonal
a Vect(Z{j), cee ZT(,{)) (remarque : c’est entre autres ici qu'il y a des confusions entre
bilinéaire et hermitien dans [I7] et que les arguments de Schmidt ne fonctionnent pas
exactement de la facon dont ils sont écrits).

Si maintenant o; est réel, on pose 20; := (0,..., V; ,...,0). Alors 20, est
~—

j—eme bloc
orthogonal & S*, donc & X*, et & X — 20; (par définition de V; et U;). On en déduit
que (12012 = | (20, %) | = | (2, % — X*)| < [|20,]] x Coy HE /), Doy
1Vl = 112051 < CraHGv=1/P),
Si o et 041 sont complexes conjugués, alors
1. 1 1,02 2. _ [2] y/01
W= (0,...,0, V", V;? ,0,...,0)et 0% := (0,...,0, —V;*, V" 0,....,0),
~—_— ——
blocs j et j+ 1 blocs jet j+1

sont orthogonaux & S*, et donc en particulier & X*. On a alors
’ <Wm, ij> i <Wu+11, Vj{2}> ’ = [(x,0) | = | (X — x*, 1) | < Oy HE=D/Cr)]jgg1)|
’ <Wm, Vj[21> _ <Wu+11, V}l}> ’ = (2, 02) | = | (X — X%, 202) | < Oy HE=D/e0)]jgp2]
et comme

|<WU),VJ~> | = ‘ <W[j],Vj[1]> n <W[j+1],Vj[2]> +Z~(<WU],VJ_[2]> _ <Wu+117vj[11>)

on en déduit

)

V3112 = [ (W, V5) | < 261 HE-D/ ||

et par suite
IV;]| < 2C1, HEv= /(). (5.14)

Cette égalité est vraie pour j =1,...,p.

Comme annoncé on définit B¢~1 par . Montrons maintenant que H (B¢ 1) <
H'. Soit a I'idéal engendré par les coordonnées de Grassmann de la famille (Z1, ..., Z,,)
(i.e. par les coordonnées du vecteur Z3 A -+ A Zy,, cf , et b 'idéal engendré par
les coordonnées de Grassmann de la famille (W, Zy,. .., Z,,). Comme les coordonnées
de W sont dans Oz on a b C a (en effet, si on revient a la définition des coordonnées
de Grassmann, b est engendré par les mineurs d’ordre m 4+ 1 de la matrice dont les
lignes sont W, Zy, ..., Z,, ; le résultat est alors évident en développant un tel mineur
par rapport a la premiére ligne), et donc N(b) > N(a). De plus, H(B¢) = H(B®+) =
N(a)"'TT2, D(ZY, ... Z%). On a alors

P
H(BY) = H(BH)Y) = N(o)  [[ p(w®, 217, ...

i=1

Z(i))

? m

P P
=NE) T [[IVillDZ{, ..., 20) < HB) [ IV
=1 =1
< CsH(B)HZ=V/e < cyglet2v=/e — g/, (5.15)
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pour un C5 convenable.

Démontrons maintenant I'inégalité du théoréme sur H (B¢ D)w?(A?, B*™1) (i =
1,...,h). Puisque (Y;,Z;) =0 (j=1,...,m) et ||Y;|]| =1, on a

w2((Be—1)J_’Y'Z_)

= (BT

=D*Yi, W, Z1, ..., Za)||Yil| 2D(W, Zv, ..., Zpy) 2

= (VPP W, 21, Zn) = [ (Y, W) DX (20, ., Zn) ) DOW, Z1, oy Zon) 2

=1—|(Y;, W) |>?D*(Zy,...,Zn)D(W, Zy, ..., Zp) "2,

la premiére égalité venant de la définition de w et de u dans ce cas particulier (cf
définition , la deuxiéme de la proposition suivant la définition la troisieme
s’obtenant enfin en développant une premiére fois le déterminant D?(Y;, W, Z1,. .., Z,)
selon la premiere colonne, puis en redéveloppant le second déterminant non nul obtenu
selon sa premiere ligne.

La proposition [3:3.5] permet alors de conclure que

W(BLY;) = | (Yi, W) |D(Zy, ..., Zm)/DW, Zy,..., Zn),
et par suite
D*(W, Zy,...,Zm)w*(B71Y;) = | (Y5, W) |2°D*(Zy, ..., Z).
On obtient alors
H(Be_l)w2(Be_l,Yi)

p
= N(b)"! ( [[pww. 29, Z,(,{))>D2(W, 2, 2o (BSLY))

<
Il
w

DWD, 27, Z0) ) D2(Z, ..., Zon) | (Vi W)

=

= N(o)

[
w0

J

< 015N(a)_1( |

J
< CwH(Be)H(p—?)(?y—l)/(ep)—2[111-—(2y—1)/(6p)}H/H(B€)

< OygHeT2v—1/e=2y;

P P
Dz, ZT(,Z))) ( 11 ||Vj||)H—2<yi—<2y—1)/(ep>> (H/H<Be>)1/h
=1 j=3

la troisieme ligne s’obtenant a partir de (5.13)) et la quatrieme & partir de (5.14])). 11
existe donc un vecteur R; € B! tel que

H(B“ Yw?(R;,Y;) < CiH™ i~ DCyte=D/e,

(Rappelons qu’on avait posé v, := (y;e)/(qy + e — 1)).
Par hypothese, on a aussi

H(B%)w?*(X;,Y;) < 2H™2vitt
donc, avec (5.15) :
H(B“ Mw?(X;,Y;) < POy H-it1+(2y=1)/e _ C2C5H—(2y£—1)(2y+e—1)/e.
L’inégalité de la proposition [3.3.2| nous assure alors

H(Be_l)wq(Ri,Xi) < CI7H—qyi+1+(qy—1)/€ — CnH—(qyi—l)(qy-&-e—l)/e (i=1,...,h),
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et le théoréme (avec 6 = 1 par exemple, puisque la famille des (X;) est orthonor-
mée) fournit l'inégalité

H(B M w?(A% B™Y) < 2CeH~uimD@yte=D/e (o — 1  p),

pour Cg assez grand. Ceci achéve la démonstration de la premieére partie du théoréme.
Schmidt ne donne qu’'une esquisse de démonstration dans le cas ou (5.11)) est vérifiée,
nous détaillons un peu plus ici. On définit Hy > 1 par H' = CoHH 12 hie (Cy sera précisé
plus tard). Dans la construction de W on remplace les équations du convexe par

('YX ell

(@) | (X, D) | < Hy 72D (=1, hsi=1,2)

(i) |1 20| < CrsHY P,
Ces équations définissent un corps convexe symétrique de volume

AmH(Be) « (QH;O*Qh/(eP)))Qh « <C18H12h/(ep))ep_2hV(€p _ 2h)

= A™H(B)4"CE2V (ep — 2h)
> 2PA",

pour Cig assez grand. Par le premier théoréeme de Minkowski il existe ainsi un X € A
non nul dans cet ensemble. Soit W € O tel que X = p(W).
A la place de (5.13)) on obtient 'inégalité

|(W.Y;) | < 2] 720/ P,

On a aussi l'inégalité
||x o x*” S Clngh/(ep),

qui permet de remplacer (5.14)) par
IV;l < 20101 7.
Le calcul de H(B®~!) conduit alors &
? 2h/
H(B) < HB) [T Vil < CH(B)H™™.
j=1

En choisissant maintenant Cy := C on obtient bien H(B*~1') < H’. Pour la fin de la
preuve, en reprenant les calculs précédents avec les nouvelles estimations, on trouve

H(B (B, Y,) < ConH(BF) x HP-22H/(e9)  pr201-20/(en)
< C21HH12h/€—2 _ 021HH12h/e(1—e/h)
= CyoH"H /M = ChoH*o '~ (6= 1),

ce qui acheve la démonstration du théoreme.

Nous terminons ce paragraphe par un troisieme théoreme. On se rappellera la défi-
nition de p (cf définition [3.3.3).
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Théoréme 5.2.3. Soient 0 < d, e tels que d+e < n, H > 1 et A?, B® des sous-espaces
de G™ avec B¢ défini sur K et de hauteur H(B®) < H. On suppose que

H(B®) < u*(A%, BY) < cH™,

(avec x > 0 et ¢ > 0 fizés).
Alors il existe un sous-espace B¢t D B¢ défini sur K de hauteur

H(Be+1) < H(e+1)/e —. H/,
et satisfaisant

H(Be—i-l)uq (Ad7 Be+1) < ccng—x—(d+e)/(e(n—d—e))
= CCQQHI_ (ew+(d+e)/(n—d—e))/(e+1) .

Preuve Cf [17] (théoréme 11). Schmidt se restreint au cas (a).

5.3 Approximations diophantiennes

En combinant les théoremes du paragraphe précédent nous sommes en mesure d’éta-
blir un certain nombre de résultats d’approximation diophantienne. Ce paragraphe re-
prend la section 12 de [I7]. On conservera les notations du paragraphe pour G",
K, q..

Théoréme 5.3.1. Soient d,e > 0 tels que d+e <n et 1< j <t:=min(d,e). Soit
A un sous-espace de G™ et H > 1. Alors il existe un sous-espace B¢ défini sur K, de
hauteur H(B¢) < H et vérifiant :

w;?(Ad, B®) < Oy H— =9/ G(n=d)(n=e))

St j =1, on peut améliorer l'inégalité précédente en

H(BY)mD/ =)y ( AL Be) < Oy H4—D/((n=d)(n=e)),

Corollaire 5.3.2. En plus des hypothéses du théoréme, on suppose qu’il n’existe aucun
B¢ défini sur K tel que dim AY( B¢ > j (en d’autres termes, on suppose qu’il n’eviste
aucun B¢ défini sur K tel que ¢;(A?, B®) = 0). Alors il existe une infinité de sous-
espaces B¢ définis sur K tels que

w;{(A{Be) < Cyq H(B®)~Un=3)/(i(n=d)(n=e))
Si 7 =1, on peut améliorer l'inégalité précédente en
”(/J?(Ad,Be) < C24H(Be)7n(n71)/((n7d)(nfe)).

Preuve Cf théoréme 12 de [I7]. Schmidt utilise une récurrence sur e & j fixé en initia-
lisant & e = j grace au théoréme [5.1.1] La suite de la preuve vient essentiellement des

théorémes et [5.8] (going-up).
O
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Théoréme 5.3.3. Soient d,e > 0 tels que d+e <n et 1 < j <t :=min(d,e) vérifiant
j+n—t>jG+n—d—e).
Soit A% un sous-espace de G™ et H > 1. Alors il existe un sous-espace B® défini sur
K, de hauteur H(B®) < H et vérifiant :
H(Be)z/;;?(Ad,Be) < CogH~U+n=1)/((+n—d=e))

Corollaire 5.3.4. En plus des hypothéses du théoréme, on suppose qu’il n’existe aucun
B¢ défini sur K tel que dim A B¢ > j (en d’autres termes, on suppose qu’il n’existe
aucun B¢ défini sur K tel que ¢;(A?, B®) = 0). Alors il existe une infinité de sous-
espaces B¢ définis sur K tels que

YI(A%, B) < CogH(B®)~UHn=0/(iG+n—d=e)),

Preuve Cf théoreme 13 de [I7].

Schmidt suppose d’abord e < d (de sorte que ¢ = e). Par dualité, il suffit alors de
montrer que si d, e > 0 sont tels que d+e > n, d < e, et vérifient j+e > j(j+d+e—n),
et que A? est un sous-espace de G™, alors il existe un sous-espace B¢ défini sur K, de
hauteur H(B®) < H vérifiant

H(BW!(AY, BY) < CogH'~0+0)/(d+e=m),

Dans ce cas la preuve se fait par récurrence sur j. Pour le cas j = 1 on utilise
la deuxieéme partie du théoréme (going-down). Pour la suite de la récurrence
Schmidt fait encore usage du théoreme du going-down.

Dans le cas e > d (on a alors t = d et d < n — d), Schmidt utilise une récurrence
descendante sur e de n — d a d. Le cas e = n — d vient du cas précédent. Le passage de
e+ 1 a e vient essentiellement du théoreme du going-down.

O
On rappelle que p a été défini dans la définition [3.3.3

Théoréme 5.3.5. Soit 0 < d < n; on pose u = min(d,n — d). Soit A% un sous-espace
de G™ et H > 1. Alors il existe des sous-espaces B C --- C B" définis sur K de
hauteur H(B*) < H' (i=1,...,u) et vérifiant

H(Bi),uq(Ad, Bz) < C27H7[d/(nfd)Jr(d‘Fl)/(nfdf1)+'"+(d+’i*1)/(n7d7i+1)]7
d’ot
pI(AY BY) < CorH(BY)~ (/DI (n= it/ nmd =l (nmd =t D] (= 1),

Preuve Cf théoréme 14 de [I7]. Il faut essentiellement utiliser les théorémes et
0.2.9
O

Corollaire 5.3.6. Soient d,e > 0 tels que d + e < n; on pose t = min(d,e). Soient
A% un sous-espace de G™ et H > 1. Alors il existe un sous-espace B¢ défini sur K de
hauteur H(B¢) < H et vérifiant

H(Be)(n—t)/(n—e)MQ(Ad’ B°) < CogH~(n=0)/(t(n=e))[d/(n—d)++(d+t=1)/(n—d—t+1)]
d’ot

/,Lq(Ad, Be) < C2SH(Be)7n(n7t)/(t(nfe))[1/(n7d)+---+1/(n7d7t+1)].
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Preuve Cf [17] (corollaire du théoreme 14). O

5.4 De la qualité de ces approximations
Ce paragraphe reprend la section 13 de [I7].

Théoréme 5.4.1. Soient d,e > 0 tels que d + e < n; on pose t = min(d,e). Soit L
un corps de nombres contenant K tel que [L : K] = n. Dans le cas (a) on suppose
que L et toutes ses images par un K-plongement dans C sont réels, et dans le cas (b)
on suppose simplement L C C. Alors il existe un sous-espace A de G™ défini sur la
cloture normale de L/Q (dans C) et une constante Cag tels que pour tout B¢ défini sur
K

¢t(Ad7 Be) > ngH(Be)—n/(qt(n+t—d—e))_

Corollaire 5.4.2. Soient d,e > 0 tels que d + e < n; on pose t = min(d,e) et on
suppose

n>tt+n—d—e). (5.16)

Soit A% un sous-espace de G™ tel que dim A?( B¢ < t (ou dim AY(\B® <t —1 en
cas d’égalité dans (5.16)) pour tout B¢ défini sur K. Alors il existe une infinité de
sous-espaces B¢ définis sur K vérifiant

¢t(Ada Be) < C26H(Be)fn/(qt(n+t7dfe)).

L’exposant —n/(qt(n +t — d — e)) est le meilleur possible. (cf linégalité du corollaire
du théoréeme m avec j = t). C’est un probléme ouvert de déterminer le meilleur
exposant possible dans ce corollaire lorsque la condition (3.3.3)) n’est pas vérifiée.

Preuve Cf théoreme 15 de [17]. O

Théoréme 5.4.3. Etant donné un réel o, on note {a} Uentier vérifiant o < {a} <
a+1.
Soient d,e > 0 tels que d + e < n. On pose

m:={(e(n—e)+1)/(n+1—-d—e)}.

Soit L un corps de nombres contenant K de degré [L : K] =:1 > m, tel que L soit réel
dans le cas (a) et compleze dans le cas (b) (cf début de la partie[5). Alors il existe un
sous-espace A% de G™ défini sur L tels que pour tout B¢ défini sur K on ait

pi(A?, B%) > CyoH(B*) ™,
ot C40 = C4o(n, d, €, K, L, Ad)

Corollaire 5.4.4. Soient n,d,e, m vérifiant les hypothéses du théoréme. Alors il existe
un sous-espace A% de G™ tel que pour tout B¢ sur K on ait u4(A¢, B¢) > Cy H(B®)~™™.

Corollaire 5.4.5. Soient n,d, e, m vérifiant les hypothéses du théoréme et 1 < i <t :=
min(d, e). Alors il existe un sous-espace A% de G™ tel que pour tout B¢ défini sur K
on ait

YI(AL, B®) > CuoH(B) ™",

Preuve Cf théoréme 16 de [I7] (preuve assez longue et technique). O
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6 Approximation diophantienne et géométrie para-
métrique des nombres

L’idée de la géométrie paramétrique des nombres développée par Schmidt et Sum-
merer dans [18] et [19] est d’étudier la suite des minima successifs d’une famille de corps
convexes paramétrée par un réel (Q > 1 pour un réseau fixé construit a partir d’un vec-
teur v = (1,&1,...,&,—1) € R™ dont les coordonnées sont linéairement indépendantes
sur Q. Le log en base Q de ces minima est intimement lié & des exposants classiques
d’approximation diophantienne (approximations rationnelles simultanées notamment).
Les deux paragraphes suivants explicitent les correspondances entre ces deux sortes
d’exposants.

6.1 Exposants d’approximation classiques

Soit n > 2. On fixe des réels &1, ...,&,—1 tels que 1,&1,... &,—1 soient linéairement
indépendants sur Q. Dans le cadre d’approximations rationnelles on peut considérer
pour Q > 1 deux problémes duaux :

Probléme FE(approximation rationnelle simultanée)
On cherche les solutions (z,y1,...,Yyn—1) € Z™ non nulles du systéme

2| <Q
Gz -yl <Q" j=1,...,n-1

Probléme E*
On cherche les solutions (x,y1,...,Yn—1) € Z™ non nulles du systéme

n—1
lz=> &yl <@

j=1
| <Q j=1,....n—1.

Pour n = 1/(n—1), le théoréme de Dirichlet sur les approximations simultanées (qui
peut étre aisément prouvé a l’aide du premier théoréme de Minkowki) nous assure que
le probleme E possede toujours une solution non nulle, tandis que pour le probleme
E* avec n = n — 1, c’est un théoréme de Dirichlet sur les formes linéaires (dont la
démonstration se résume aussi essentiellement au premier théoréme de Minkowki) qui
fournit 'existence d’une solution non triviale.

On peut alors définir des exposants d’approximation classiques étudiés notamment par
Khinchin [7], [8], Jarnik [6],... et plus récemment par Roy [13], Bugeaud et Laurent [2],

B3l :
Définition 6.1.1. On définit w (resp. &) comme étant la borne supérieure de 1'en-

semble des nombres 7 tels que le probleme E possede une solution non triviale
(2,91, ,Yn—1) € Z pour des @ arbitrairement grands (resp. pour tout ) assez grand).

Définition 6.1.2. On définit w* (resp. @*) comme étant la borne supérieure de
I’ensemble des nombres 7 tels que le probleme E* posséde une solution non triviale
(Z,y1,.--,Yn—1) € Z pour des @ arbitrairement grands (resp. pour tout @ assez grand).

On peut alors établir un certain nombre de résultats et d’inégalités qui décrivent le
comportement de ces exposants.
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6.2 Approche du probleme d’approximation simultanée par la
géométrie paramétrique des nombres

On conserve les notations du paragraphe précédent pour n et &1,...,&,.
Schmidt et Summerer ont développé de nouveaux outils pour aborder le probléeme
précédent [18].

Probléme F
Pour @ > 1 on définit l'application linéaire T : R™ — R™ par To(p1,...,pn) =
(Qp1, QY= Vpy ....Q /™ Vp). On note C la boule unité pour la norme

[l(p1s-- -yl = max lpil et A = A(§) le réseau des points de la forme
Stsn
(x, &2 — y1,...,&n—1Z — Yn—1) avec (Z,Y1,...,Yn—1) € Z. On considére alors les

minima successifs A1 (Q) < --- < A, (Q) de A pour C(Q) := T (C).
Le théoréme de Dirichlet sur les approximations simultanées implique A\ (@) < 1.

Probléme E*

Pour @ > 1 on définit I'application linéaire T3 : R™ — R™ par T5(p1,...,pn) =
(Q 'p1, QY= Vpy ...,.QY ™ Vp,) (remarque : T4 = Tél avec les notations pré-
cédentes). Rappelons que C*, le polaire de C, est la boule unité pour la norme

[|(p1,---,pn)ll1 = Doy [ps|- Un petit calcul montre que le réseau dual du réseau A
est le réseau A* = A*(£) des points de la forme (x — Z?;ll EiYis Y1, -y Yn—1) avec
(,y1,--Yn—1) € Z. On considere alors les minima successifs A\j(Q) < --- < A (Q)
de A* pour C*(Q) = T4(C). On s'intéresse également aux minima successifs

11(Q) < -+ <1, (Q) du réseau A* pour C(Q).

Le théoréme de Dirichlet sur les formes linéaires implique v4(Q) < 1 et l'inclusion
C* C C C nC* montre que 14;(Q) < A (Q) < ny(Q) (i = 1,...,n). L’inégalité de
Mahler (combinée avec I'inégalité précédente) montre aussi qu'il existe des constantes
cg,c1 > 0 indépendantes de @ telles que

co S Ai(QWnt1-i(Q) < i=1,...,n.

Notons que pour tout ¢, A;(Q), A\ (Q) et v;(Q) sont des fonctions continues de Q.
Schmidt et Summerer montrent également que 'indépendance sur Q de 1,&7,...,&,-1
assure que pour 1 < s < n fixé, il existe Q, Q" et Q" arbitrairement grands tels que

As(Q) = As41(Q), AS(Q) = A1 (Q) et w5(Q") = v541(Q7).

A Tl'aide du second théoreme de Minkowki, Schmidt et Summerer montrent une
autre propriété intéressante qui motive la définition [6.2.1] : il existe des constantes co,
c3 > 0 indépendantes de @ telles que pour tout @

Q7" < M(Q) £ A(Q) < Q"
QM <y (Q) < vn(Q) < e3Q.
Définition 6.2.1. Pour 1 < i < n et @ > 1 on pose ;(Q) := log(\:(Q))/logQ, de
sorte que
Xi(Q) = QM.
On pose également

9, = limsup;(Q) et Y, = lgn inf ¥;(Q).

Q—o0
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Le travail de Schmidt et Summerer dans [I8] et [19] et l'enjeu de la géométrie
paramétrique des nombres consistent a étudier finement le comportement de fonctions
similaires aux fonctions ;. Le théoréme suivant fait le lien entre ces exposants et ceux
définis dans le paragraphe précédent.

Théoréme 6.2.2. On a les formules

WH+D)(A+¢) =@+ DA+, =

n—1’

et 1

n—1

n

(W™ 4+ 1)( —,) = (@ +1)(

1

oy Sk A

Ainsi, w (resp. &, w*,©*) détermine entiérement 1 (resp. Y, @n,gn) et réciproque-
ment. Ces formules permettent en outre de traduire certaines des inégalités que 1'on
obtiendra (celles faisant intervenir ces exposants) en des inégalités faisant intervenir les
exposants classiques. En fait, on peut aussi traduire en termes d’exposants "classiques"
toute équation faisant intervenir les gj, @j grace a la propriété
Ainsi, avec ce nouvel outil d’étude, Schmidt et Summerer redémontrent beaucoup de
résultats classiques : le principe de transfert de Khinchin [7], [§], les identités de Jarnik
[6], le raffinement de Laurent des relations de Khinchin et d’autres résultats récents de
Bugeaud, Laurent et Moshchevitin [4], [I2], [9], ainsi que de nouvelles inégalités.

7 Une conjecture résolue par Roy

Dans [19] Schmidt et Summerer montrent que le n-uplet des minima successifs
d’une famille de corps convexes symétriques par rapport & un certain réseau A(u)
(avec u € R™) peut étre approximé par une fonction d’une certaine classe. Les auteurs
conjecturent que réciproquement, a toute fonction de cette classe correspondrait un
vecteur u de sorte qu’elle approcherait les minima successifs associés au réseau A(u)
et a la famille de corps convexes paramétrés. Roy démontre dans un article récent
[I4] cette conjecture en simplifiant la classe de fonctions considérée. Le but de cette
partie est d’introduire cette nouvelle classe de fonctions utilisée par Roy et de présenter
la structure de sa preuve permettant de résoudre le probléme posé par Schmidt et
Summerer.

7.1 Définitions et formulation du probléme

Soit n > 2 un entier. La lettre ¢ désignera toujours un réel > 0. Pour tous vecteurs
x,y € R™ on notera x -y = (x,y) le produit scalaire de x avec y. On fixe u un vecteur
unitaire de R”. On pose alors

Cule?) :={xeR"; ||x|]| <1, |x-u| <e 7}

Pour j =1,...,n, on note Ly ;(g) le plus petit des nombres réels L > 0 tels que e“Cy (e?)
contienne au moins j vecteurs linéairement indépendants de Z™. Plus classiquement,
Lu,;(q) = log Aj(Cu(e?),Z™) (cf partie 2.4). On regroupe ces minima successifs en une
unique fonction Ly, : [0, +00[— R™ en posant

Lu(g) = (Lu,1(9); - -+ Lun(9))-

Il y a quelques différences mineures entre cette fonction et celle qu’étudient Schmidt
et Summerer dans leurs articles, puisque ces derniers considerent plutdt la famille de
corps convexes définis dans la partie précédente et le réseau A(£) plutdt que Z™.
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Cependant on peut établir des propriétés similaires dans les deux cas.

On pose
Api={(x1,. . 2,) ER"; 2y <o < 1,}

et
d,:R" = A,

I’application continue qui réarrange les coordonnées d’un vecteur dans 1’ordre croissant.
On définit le graphe combiné d’un ensemble de fonctions a valeurs réelles définies
sur un intervalle I comme étant I'union de leur graphe dans I x R. Pour une fonction
P : [¢,+o0[— A, et un sous-intervalle I C [c,+o0o[, on définit également le graphe
combiné de P sur I comme étant le graphe combiné de ses composantes Pi,..., P,
restreintes a [.
Remarquons que si P est continue et que l’ensemble des réels ¢ > ¢ tels que
Pi(q),...,P.(g) ne soient pas tous distincts est discret, alors l'application P est
uniquement déterminée par son graphe combiné sur [c, +00].

On peut alors introduire ’objet combinatoire de base de Roy.

Définition 7.1.1. Soit ¢ €]0,+oo[ et s € N* U {oo}. On appelle canevas de maille §
et cardinal s dans R™ la donnée d’une suite (a(i))0§i<s de vecteurs de A,, et de deux
suites de s entiers (k;)o<i<s €t (li)o<i<s Vérifiant pour tout 0 < ¢ < s les conditions
suivantes :

(C1) les coordonnées (a:(Li)7 .. ,a%i )) de a(¥) forment une suite strictement croissante
de multiples entiers de § > 0 (i.e. de la forme nd, n € N*).

(CQ)OH&lSk‘QSlo:TLetlgki<li§nsii21.

(C3) sii+ 1< salors k; < iy, a(fil 15< al(jjll) "
(a(li)v.”’agi)"”7aﬂ:i)) = (a(1i+1)a'-~7al(jr11)a-..,aq(f+1))a

ou le chapeau sur une coordonnée indique qu’elle a été omise.
Dans le cas ol s < 0o, on pose [ := n et on définit

a® = (a! .. al? | 00) e R x {0},

n
de telle sorte que la condition (C3) soit vérifiée pour i = s — 1.

Ainsi dans une telle suite (al?)g<;<5, chaque vecteur a1 (avec i < s — 1) est
obtenu & partir du vecteur précédent a(® en remplacant 1'une de ses coordonnées par
un multiple de § strictement plus grand, différent de toutes les autres coordonnées de
a(® et en réordonnant dans lordre croissant les coordonnées du nouveau n-uplet ainsi
obtenu. En particulier, la suite de ces vecteurs a(® détermine entierement la suite des
entiers (ki)0§i<s et (li)0§i<s'

La condition (C2) sera illustrée ci-dessous juste avant 1’énoncé du théoreme [7.1.3

Définition 7.1.2 (n-systéme rigide de maille ¢). A chaque canevas de maille § > 0
défini comme dans la définition|7.1.1} on associe une fonction P : [qo, +oo[— A,, définie
par

P(q) = (I)n(agl)7 .o aa](:,i)7 ce aagli)7a§gli) + q— Q7) (O S 1 < S, 44 S q < qi-‘rl)a
ou on a posé ¢; 1= a(li) +-~~+a§f) (0 <i<s)etgs=o00sis<oo On dit que cette
fonction est un n-systéme rigide de maille § et que (¢;)o<i<s est la suite de ses nombres
de transition (en anglais : switch numbers).
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Puisque a,(i)

+qiv1— G = al(jjll) pour ¢ + 1 < s, une telle fonction P est continue.

Son graphe combiné sur Uintervalle [g;, ¢;+1[ (avec 0 < @ < s) consiste en n— 1 segments
horizontaux (semi-ouverts) et un segment de pente 1 (semi-ouvert). Leurs extrémités
gauches sont les points (g;, a;-i)
(Git1, a;iﬂ)) (1 < j < n).Lafigure suivante issue de [I4] montre le graphe combiné d’un
5-systéme rigide de maille 1 attaché au canevas {(1,2,4,5,8),(1,2,4,7,8),(1,4,5,7,8)}
de cardinal s = 3 avec ko = 1.

) (1 <j <n) et leurs extrémités droites sont les points

—————

<

- A —— - ————— — % — 4
- ______k____,_i

- ——— - -

(o]

[ (]

I
[R]
[uha 4

qo =20 ¢ =22

FIGURE 1 — Graphe combiné d’un 5-systeme rigide

La condition (C2) imposée sur le canevas traduit le fait que pour tout indice i
(1 <i < s) la droite qui contient le segment de pente 1 sur [g;, ¢;+1] se situe & droite
de la droite contenant le segment de pente 1 de lintervalle précédent [g;—_1, ¢;[.

Le théoréme principal de [I4] (qui prouve la conjecture de Schmidt et Summerer)
est le suivant.

Théoréme 7.1.3 (Roy, 2014).

Soit n > 2 un entier et soit § €]0,+oo[. Pour tout vecteur unitaire u € R™ il existe un
n-systéme rigide P : [qo, 00— A, de maille ¢ tel que Ly, — P soit bornée sur [qg, ool
Réciproquement, pour tout n-systéme rigide P : [qo, 0o[— A, de maille §, il existe un
vecteur unitaire u € R™ tel que Ly, — P soit bornée sur [qo, o0].

7.2 Liens avec les exposants "classiques" d’approximation

Nous allons de nouveau établir les liens entre les exposants précédemment définis et
les exposants plus "classiques" qu’on peut associer a un vecteur u de R™ et qui mesurent
la qualité d’approximation de u par des sous-espaces définis sur Q de dimension d (voir
[, [9], [I7]). Comme Roy dans [14] nous nous restreignons ici & deux cas en particulier.
Le corollaire [7.2.4] donne une premiére application intéressante du théoréme [7.1.3]
Danslecasd=n—1":

Définition 7.2.1. On note 7(u) (resp. 7(u)) la borne supérieure des réels 7 > 0 tels
que le systeme d’inégalités

[Ix[| <X et |x-ul<X7

possede des solutions x € Z™ non nulles pour des valeurs arbitrairement grandes de X
(resp. pour tout X assez grand).
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Danslecasd=1:

Définition 7.2.2. On note A(u) (resp. A(u)) la borne supérieure des réels A > 0 tels
que le systeme d’inégalités

X[ <X et [lxAuf<x

possede des solutions x € Z" non nulles pour des valeurs arbitrairement grandes de X

N

(resp. pour tout X assez grand), olt on a identific A> R™ & Pespace euclidien RN (avec
N = (3)) comme dans la partie

La proposition qui suit explicite la correspondance entre ces deux définitions et les
définitions et Nous en proposons une démonstration personnelle.

Proposition 7.2.3. Soit u:= (1,&1,...,6n—1) € R™ dont on suppose les coordonnées
linéairement indépendantes sur Q. Alors

(w, 0, w*,@0%) = (A(u)ﬁ(u)w(u),?(u)),

ol w, W, w*,W* sont les constantes des définitions et[6.1.3

Preuve Revenons aux définitions [6.1.1] et [6.1.2]

Remarquons que I'ensemble des n > 0 tels que le probléme E (resp. E*) posséde une
solution non triviale dans Z" pour des @) arbitrairement grands est un intervalle. Il en
va de méme lorsque I'on impose que cela soit vrai pour tout () assez grand.

Montrons pour commencer que w* = 7(u).

Fixons maintenant n < w* et € > 0 tel que n+ & < w*. Alors il existe des @ arbitraire-

ment grands tels qu’il existe (2, y1,...,Yn—1) € Z"™ non nul vérifiant
n—1
2= &y <@ et |yl<Q (j=1,...,n—1).
j=1
On pose x := (—2,y1,...,Yn—1). On a alors ||x|| < ¢1Q ol ¢1 = ¢1(n, §) ne dépend que

de n,&1,...,&,—1 mais pas de @Q, et

n—1
xoul=lo =) &y QT < (aQ)
j=1
pour @ assez grand. On en déduit que n < 7(u), et par suite que w* < 7(u).
Réciproquement, si 7 < 7(u), alors une solution x = (—z,y1,...,yn—1) du systéme

[Ix[| <X et |x-u<X77

fournit directement une solution (z,¥y1,...,yn—1) du probleme E* avec Q = X et
7 = 7. Donc 7 < w* et par suite 7(u) = w*.

Nk

Un raisonnement analogue permet de montrer que 7(u) = &*.

Montrons maintenant que w = A(u) et @ = X(u)

L’idée est la méme que précédemment, nous allons un peu plus vite pour traiter les
deux cas ensemble. Soit x = (2,y1,...,Yn—1) € Z". Commengons par remarquer que
les coordonnées du vecteurs x A u sont les mineurs d’ordre 2 de la matrice dont la
premiére ligne est x et la deuxieme est u; ce sont donc les réels de la forme x&; — y;
(i:l,...,n—l) et yifj_ngi (1§i<j§n—1).

Six=(z,y1,...,Yn—1) vérifie les inégalités

[Ix]] <X et |xAu|| < X
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pour X > 1 et A > 0, alors en particulier x est solution du probleme E avec @ = X et
n = A puisque |z| < ||x|| < X et [z —y;| < [|xAu||< X (j=1,...,n—1). Cela
implique w > A(u) et & > A(u).

Supposons maintenant que x est une solution non nulle du probleme E avec Q > 1 et
1+ ¢ (avec n,e > 0; en particulier x # 0). Alors

x| < 2@
ol ¢ = ca(n, &) est une constante qui ne dépend que de n, &y, ..., &,—1 mais pas de Q.
Par ailleurs puisque pour 1 <i< j<n—1ona

i€y — vyl = |2 (06— 9) — L (s — )|
<@

ol ¢ = c3(n, &) ne dépend que de n,&q,...&,—1 et pas de @, et que pour 1 <i<n—1
on a aussi

6w — il < @,
on en déduit finalement

lIxAul| <c@"°

avec ¢4 = c4(n,§) constante qui ne dépend que de n,&y,...,&,—1 et pas de Q. En
particulier, si ) est assez grand on a

X Aul] < (c2Q)7".
En résumé, cela implique que x vérifie les inégalités
x| <X et [IxAull<X

ot on a posé X := c2@Q). Cela implique que w < A(u) et W < X(u)7 d’ou I’égalité.

On peut alors établir un premier corollaire du théoréme [7.1.3]

Corollaire 7.2.4. Soit n > 2 un entier et § > 0. L’application  : R* — R* définie
par

BN 1 S N
0(7-77-3A7)\)*>( )~ b 9, )

T+ T4+ N41 A+1
établit une bijection entre l'ensemble des quadruplets (7(u), 7(u), X(u), A(u)) ou u par-
court l’ensemble des vecteurs unitaires de R™ dont les coordonnées sont linéairement
indépendantes sur Q, et l’ensemble des quadruplets de la forme

P P, P, P,

<lim inf ﬂ, lim sup M7 lim inf ﬁ, lim sup ﬂ)
g—o0 q q—»00 q g0 q q—ro0 q

ot P = (Py,..., P,) parcourt l'ensemble des n-systémes rigides de maille § pour lesquels

Py n’est pas borné.

Preuve Dans [I9] Schmidt et Summerer montrent que si u est un vecteur non nul dont
les coordonnées sont @-linéairement indépendantes, alors on a

( 1 1 X(u) A(u) ) _
() + 17 7() + 17 X(u) + 1" A(u) +1

Lu Lu . . Lu n . Lu n
(lim inf ﬁ, lim sup ﬁ, lim inf ’7@, lim sup J) .
q

q—00 q q—0o0 q q—© q q—0o0
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La conclusion est immédiate avec le théoréme de Roy puisque si P = (Py,..., P,) est
un n-systéme rigide de maille ¢ tel que la différence L, — P soit bornée, alors
P, L
lim inf ~122/ (a) = lim inf 711’1((]),
q— 00 q q— 00 q

et on a des inégalités similaires pour les autres composantes. Cf également la remarque
ci-dessous.
O

Remarque : Si u est un vecteur unitaire de R™ et P = (Py,..., P,) un n-systéme
rigide de maille § tel que Ly —P soit bornée, alors les coordonnées de u sont linéairement
indépendantes si et seulement si P; n’est pas bornée.

7.3 La théorie de Schmidt et Summerer

Nous reprenons ici la partie 2 de article de Roy [I4] qui reprend elle-méme les
résultats de Schmidt et Summerer [19] dans un langage un peu adapté. Nous ne don-
nerons pas la preuve des résultats énoncés. L'une des définitions les plus importantes
est celle de (n,~y)-systéme (cf définition et le théoréme principal de cette partie
est le théoréme [7.3.§ qui affirme que toute fonction Ly, peut étre approchée & une
différence bornée pres par un (n,y)-systéme. Il est & noter aussi 'importance du lemme
qui décrit les n-systémes rigides de maille § comme un sous-ensemble particulier
des (n,0)-systémes. Dans les deux premiers paragraphes et on introduit
les définitions de base et les premieres propriétés sur les familles de corps convexes
paramétrés dans un cadre assez général. Le paragraphe spécifie ces résultats pour
la famille principale qui nous intéressera (famille de corps convexes de R™). Dans le
paragraphe nous étudions des familles de corps convexes pseudo-composés (dans
/\’C R™) dont les propriétés seront importantes pour la construction d’un (n, y)-systéme
convenable vérifant le théoréme [T.3.8

Le lecteur est invité a lire la partie [2.4] ou il trouvera des rappels de géométrie
des nombres (définition d'un corps convexe, des minima successifs etc). Dans cette
partie, V' désignera un espace vectoriel euclidien de dimension finie N > 1. Un réseau
A de V désignera un sous-groupe discret de V' de rang N (attention, dans la définition
proposée dans la partie [2.4] un réseau n’était pas forcément de rang maximal, ce
qu’on suppose dorénavant). Supposons que C soit un corps convexe symétrique et A un
réseau de V. Pour simplifier on notera A;(C) < --- < \,,(C) les minima successifs de A
pour C (A n’apparait pas dans cette notation mais il n’y aura pas d’ambiguité sur le
réseau dans le contexte ol on utilisera cette notation). Pour chaque x € V', on définit
Mx(C) = je(x) ou je est la jauge de C. Autrement dit, c’est le plus petit réel A > 0
tel que x € A\C. On le notera aussi parfois A(x,C). On sait qu’il existe (x1,...,%,) des
vecteurs linéairement indépendants de A tels que A(x;,C) = A;(C).

7.3.1 Une famille générale de corps convexes

Soit V' défini comme au-dessus et A un réseau de V' qu’on suppose de covolume égal

1
a 1. On suppose que V=U & W avec K := dim(W) > 0, et on note N := dim(V'). On
considere alors la famille de corps convexes

C(Q)={xeV; [xll <Tet [[projyy(x)[| <Q7'} (@=1),
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oll projy, est la projection orthogonale sur W. Pour chaque j = 1,..., N on définit
alors une fonction L; : [0, 00o[— R par

Lj(q) :=log A;(C(e”)) (¢ > 0).

On a clairement Lq(gq) < --- < Ly(g) pour tout ¢ > 0; on regroupe alors ces fonctions
en une unique application L : [0, co[— Ay en posant

L(q) := (L1(q),-- -, Ln(q)) (¢ =0).
Le second théoreme de Minkowski permet de démontrer le résultat suivant :
Lemme 7.3.1. Pour tout ¢ > 0 on a
‘L1(Q) +---+Ln(g) — Kq‘ < Nlog(N).
Preuve Cf [14], Lemme 2.1.
O

Nous utiliserons ces résultats généraux dans I’espace euclidien R™ mais également dans
des espaces de la forme /\(p )R (avec des corps convexes composés).

7.3.2 Trajectoires de points et graphes combinés
On garde les notations du paragraphe précédent. Pour tout x € V et pour tout
Q>1,0na
M(C(Q)) = Alx, C(Q)) = max{|[x]], Q| [projy (x)|[}-

Si x # 0 ce nombre est strictement supérieur a 0 et on a alors (en posant log(0) := —o0)

Ly (q) := log Ax(C(e?)) = max{log|[x|[, ¢ + log||projy (x)||} (g = 0). (7.1)
En particulier, ¢’est une fonction continue, affine par morceaux. Si projy, (x) = 0, Lx
est constante égale a log ||x||, sinon elle a pente 0 puis 1. Notons aussi que si x et y sont
deux vecteurs non nuls de V' linéairement dépendants, alors Ly — Ly, est constante. En
particulier, elles ont la méme dérivée aux points ¢ > 0 en lesquels elles sont dérivables.

Définition 7.3.2. Si x est un vecteur non nul de V, le graphe de la fonction Ly est
appelé la trajectoire de x.

Explicitement, la trajectoire de x est Pensemble {(q, Lx(q)) ; ¢ > 0}. Remarquons
qu’on a l’inclusion

{(¢:Lj(q) ;5 ¢>0,1<j <N} C{(q,Lx(q)); ¢ >0, x€ A\ {0}},

ce qui signifie en d’autres termes que le graphe combiné de L1, ..., L, est contenu dans
le graphe combiné des fonctions Ly avec x € A\ {0}, i.e. 'union des trajectoires de ces
vecteurs. On peut déja remarquer que

Li(q) = inf{Lx(q) ; x € A\ {0}} (¢>0).

Le lemme suivant dii a Schmidt et Summerer donne une premiere propriété fondamen-
tale.

Lemme 7.3.3. Les fonctions Lq,...,Lx sont continues, affines par morceauzr avec
pente 0 et 1. En tout point ¢ > 0 en lequel Ly change de pente 1 ¢ 0 on a L1(q) = La(q).

Preuve Cf [14].
O
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7.3.3 La famille principale de corps convexes

Soit n > 2 un entier et u un vecteur unitaire de R™. On applique les résultats

i
précédents avec R" = U @ W ot W := Vect(u) et U := Wt = {x € R" ; x-u=0}, en
utilisant le réseau A := Z". Dans ce cas, puisque pour tout x € R™ on a ||projy, (x)|| =
|x - u|, cela donne la famille de corps convexes

Cu(@)={xeR"; [[x|| <Tet [x-u[<Q7'} (Q@=1),

et son application associée Ly = (Lu1,...,Lun) @ [0,00[= A, ol Ly;
log A\;(Cyu(e?)). Par les lemmes précédents, les fonctions L, ; sont continues, affines
par morceaux avec pentes 0 et 1 et satisfont a 'inégalité

|Lu,1(Q) + o+ Lun( Q’ <nlog(n) (¢=0). (7.2)

En particulier ce sont des fonctions croissantes. Par ([7.1)), la trajectoire d’un vecteur
x € Z™ non nul pour cette famille de corps convexes C, est le graphe de la fonction
Ly : [0,00[— R donnée par

Lx(q) = L(x, q) := max{log|[x[[,q + log [x -u|} (¢ >0). (7.3)

De maniere équivalente, on peut noter que A(x,Cy(Q)) = max{||x||,Q|x-u|} (@ >1).

7.3.4 Familles de corps convexes pseudo-composés

On utilise ici certaines notations et résultats de la partie [2.4]

Soit u et U définis comme dans le paragraphe précédent. On fixe un entier k € {1,...,n}
et on munit ’espace vectoriel V' := /\k R™ de 'unique structure euclidienne telle que
pour toute base orthonormée (eq,...,e,) de R", les produits extérieurs e;, A--- Aej,

avec 1 < j; < -+ < jr < n forment une base orthonormale de /\k R™. On définit aussi
A = (Z™)®) (avec les notations de la partie le réseau de covolume 1 engendré
par les produits extérieurs de la forme x; A --- A xp avec X1,...,Xx; € Z". On a une
décomposition en somme directe orthogonale :

& L
N'R” = U, & Wy,
ot Uy =U® = \*U et Wy, = A" 1 U A Vect(u). On pose alors

N :=dimV = (Z) et K :=dim(W;) = (Z_ D
et pour @ > 1 on définit
CiNQ) == fw e A"R™; [lw|| < 1 et |[projy, (w)]| < Q7'
On note L(k) (L(k) ... ,Lgkz\,) : [0, 00[— Apn Dapplication associée donnée par
Lyj(@) =log A, (C(e”) (420, 1<j<N).

Par les lemmes et ces fonctions sont continues, affines par morceaux de
pentes 0 et 1, et satisfont 'inégalité :

L5 (q) + -+ LN (a) — Kq| < Nlog(N) (g > 0). (7.4)

De plus on a Luk,%( )= Luk,% (g) en tout point ¢ > 0 tel que LE; )1( ) passe de pente de 1
a 0.

Quand k =1 on a A'R" = R™ et LY = Ly. Dans le cas général, on utilise Cl[,k}(Q)
comme approximation du corps convexe composé k-eme Cyu(Q)*) de Cyu(Q) (cf partie
. Le lemme suivant montre Cy(Q)*) C kel Q).
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Lemme 7.3.4. Soit Q > 1 et x1,...,X; € Cu(Q). Alors xy A--- Ax, € kCl[lk](Q).

Preuve Cf [14], Lemme 2.3.
g

D’apres ([7.1)), la trajectoire d’un vecteur non nul w € /\l’C Z" pour la famille de corps
convexes Cy” (@) est le graphe de la fonction Ly, : [0,00[— R donnée par

Ly (q) = L(w, q) := max{log [|w||, ¢ + log [[projy, (w)|[} (g > 0). (7.5)

Le lemme suivant est presque une conséquence directe - les constantes mises en jeu
étant un peu différentes - du théoreme [2.4.9

Lemme 7.3.5. Soit ¢ > 0. On note (S’l(lk%(q), e Su’fg\, (q)) la suite de toutes les sommes

de la forme Ly j,(q) + -+ + Lu, (q) avec 1 < ji < --- < jip < n rangées dans lordre
croissant. Alors on a

~log(n) < S (q) — LI (q) < 2"nlog(n) (¢=0,1<j<N).

Preuve Cf [14], Lemme 2.6.

O
On pourra retenir notamment les conséquences suivantes :
Lemme 7.3.6. On pose c¢; := 2"nlog(n). Alors pour tout ¢ >0 on a
. k
(i) I3 (@) = Lua(9) = -+ = Lus(@)] < 1,
(”) |L51]f)2(Q) - Lu,l(q) - Lu,kfl(q) - Lu,k+1(Q)| S C1 sil<k< n,
(#41) |LEf;1)(q) + Lun+ti—;(q) —q| < 1 +nlog(n) pour (j=1,...,n).
Preuve Cela découle directement du lemme précédent et de l'inégalité ((7.2)).
O

7.3.5 Le théoréeme d’approximation de Schmidt et Summerer

La définition qui suit est issue de [19] et reformulée par Roy pour Padapter & son
contexte. C’est cette derniere que nous présentons.

Définition 7.3.7. Soit v,q0 > 0. Un (n,v)-systéme sur lintervalle [go, 00[ est une
fonction P = (Py, ..., P,) : [qo, oo[— R™ vérifiant les cinq conditions suivantes :

(51) =y < Pj(q) < Pjsa(a) +v (1 <j<n, g <q).

(52) Pi(q1) < Pi(g2) +7v (1<j<n q<a <)

(83) La fonction M; := Py +---+ P; : [qo, co[— R est continue, affine par morceaux
de pentes 0 et 1 (pour j =1,...,n).

(54) Mn(g) =q (90 <)

(S5) Si pour un certain j € {1,...,n —1} la fonction M, passe d’une pente 1 & une
pente 0 au point ¢ > go alors Pj11(q) < P;(q) + 7.

Remarque : Les (n, 0)-systémes ont des propriétés beaucoup plus simples et agréables
que les (n,vy)-sytemes généraux. Remarquons aussi que si P est un (n,y)-systéme sur
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[qo, 0o alors pour tout § > 0 la fonction g+ 6P (dq) est un (n,~/d)-systeme sur
[QO/(;a OO[

Le résultat suivant est issu de [I9]; nous donnons la version reformulée de Roy. Il
montre I'importance de la notion de (n, v)-systéme.

Théoréme 7.3.8 (Schmidt-Summerer, 2013). Soit v := 6n2™ log(n). Alors pour tout
u vecteur unitaire de R™ il existe un (n,7y)-systéme P : [0, 00[— R™ tel que

sup |[P(q) — Lu(q)|]so < -
q=>0

Preuve Nous ne donnons ici que la construction du (n,7)-systéme qui convient, le
lecteur est renvoyé a [I4] (théoreme 2.9) pour les détails.
On pose My := 0 et My, := lek% pour k =1,...,n. Par le lemme [7.3.6| (¢), on a

|Mk(q)_Lu,1(q)__Lu,k(q)| Scl (]-Skgna qu)
On définit alors Py := My — Mj_, pour k = 1,...,n et on obtient
|Pe(q) = Luk(q)] <2¢0 (1<k<n,0<q).

Alors P := (Py,..., P,) est un (n,y)-systéme avec toutes les propriétés requises.
O

Terminons cette partie par un résultat important qui permet de voir les n-sytémes
rigides comme un sous-ensemble des (n,0)-systémes.

Lemme 7.3.9. Soit 6 €]0,00[. Les n-systémes rigides de maille § sont exactement les
(n,0)-systémes (P1,...,Ppn) : [qo,00[— R™ qui vérifient que pour ¢ = qo et pour tout
g > qo pour lequel au moins l'une des fonctions Py +---+ P; (1 < j < n) passe de
pente 0 a pente 1, les nombres Py(q), ..., Pn(q) sont des multiples deux & deux distincts
de 6.

En particulier, un n-systéme rigide (Py, ..., Py) : |qo, 00[— R™ vérifie toujours

Pi(g)+--+Pu(g) =g (¢=q)

7.4 Esquisse de la contruction de Roy

Nous reprenons ici la structure de la preuve de Roy du théoreme Le lec-
teur est renvoyé a [I4] pour les détails manquants des démonstrations des résultats
intermédiaires. Dans cette partie n désigne un entier > 2. Les paragraphes [7.4.1]
[[.42 et [[4.3] introduisent tous les outils nécessaires & la démonstration de la seconde
assertion du théoreme de Roy. Elle repose sur la construction d’'une famille de bases
de Z™ qui possedent de fortes propriétés. Le paragraphe [7.4.4] fournit quant a lui les
outils pour étendre le théoréme [7.3.8] de Schmidt et Summerer et prouver la premiére
assertion du théoréme de Roy; lauteur introduit la notion de (n,~y)-systémes réduits
et montre que sous certaines conditions tout n-systéme rigide peut étre approché - a
une différence bornée prés - par un tel (n,v)-systéme réduit. Cette classe de fonctions
intermédiaires permettra de passer des (n,~y)-systémes aux n-systémes rigides. Dans
un dernier paragraphe [7.4.5] on combine les différents résultats intermédiaires des
paragraphes précédents pour achever la démonstration.

Notations : Si x1,...,xx € V ou V est un K-espace vectoriel, on note
Vectg (x1,...,%x5) = Vect(xy,...,Xx;) l'espace vectoriel engendré par xi,...,Xj.
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On note aussi Vecty(X1,...,xx) le Z-module engendré par xi,...,x;. Roy utilise
les notations (x1,...,Xg); €t (X1,...,Xg)y;, mais celles-ci auraient pu engendrer des
confusions avec la notation du produit scalaire définie au début de la partie
Rappelons que || - || désigne la norme euclidienne. On fera également usage de la norme
| - |loo définie sur R™ par |[(z1,...,2Zn)|lcc = maxi<j<p |z;].

7.4.1 Un premier résultat

Nous commencons par nous intéresser a la deuxiéme assertion du théoreme de Roy.
Afin de construire un vecteur unitaire u tel que Ly — P soit bornée dans le cas ou P est
un n-systeme rigide de maille suffisamment grande, Roy commence par supposer que
u existe, et il en déduit I'existence d’une suite de n-uplets de vecteurs de Z™ possédant
de fortes propriétés. C’est ce qu’exprime le théoréme suivant.

Théoréme 7.4.1. Soit d,e > 0 tels que 6 > 6(ne+c1) ot ¢; = 2"nlog(n) comme dans
le lemme [7.3.6, Soit P = (Py,...,P,) : [qo,00[— R™ un n-systéme rigide de maille §.
On suppose qu’existe un vecteur unitaire u € R™ tel que ||P(q) —Lu(q)||cc < € pour tout
g > qo. On considére les suites (¢;)o<i<s, (ki)o<i<s €t (l;)o<ics attachées @ P comme
dans la définition [7.1.3 et on pose qs = 0o si s < co. Alors, pour tout entier i tel que
0 <i<s, il existe un n-uplet (ng)7 .. ng)) de vecteurs linéairement indépendants de
7" vérifiant :

1) ||P(g) = n(L(x{",q),...,.LxP,0)|| L <& (6 < q < dqis),

Mo

(X1 . ’in . ,Xsli)) = (xng) XD

geeey li+1".

3 ]long | = Pi(@)| <e (j=1,...,n) sii>1,

2 XUy g4 1 <s,

)

)

4) x ZH) EVect(xg),...,xl(jil) sii+1<s,

5)0 < log|det (x! 7...,xﬁf))| < ne + log(n),
)

6) | log |x}” A.--Ax;i>A---Axgj>|\—Zlog|\x§”|||gna+2c1 sii> 1.
JFk:

La propriété 1) signifie que sur chaque intervalle [g;, ¢;11], le graphe combiné de P
est contenu dans un e-voisinage de 'union des trajectoires de xg yee ( ). En utilisant
en plus 'hypothese de 1’énoncé, cela implique que pour chaque ¢ dans cet intervalle, a
2¢ pres xg )7 .. x%) réalisent les logarithmes des minima successifs de Cy,(e?). A cause
du graphe combiné partlcuher d’un n-systéme rigide, on déduit aussi de 1) qu’il y a
exactement un vecteur xJ ) dont la trajectoire a pente 1 sur [g; + 2¢, 00| alors que les
autres ont pente 0 sur [0,q;41 — 2¢[. Sii+ 1 < s, 2) assure que ce vecteur particulier

est en fait xk Sur lintervalle suivant [g;11, gi+2[, sa trajectoire est remplacée par celle

d’un nouveau vecteur Xz(-: ) alors que les autres trajectoires sont conservées. La figure
T

suivante issue de [I4] illustre ceci sur un exemple avec n = 5. Les lignes continues

représentent le graphe combiné de P et celles en pointillés la trajectoire des points x;i).
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0 _ (1) _ (2)
X =X =%

1 2

_x() = x@
2

I I )

=Xz =X

FIGURE 2 — Graphe combiné d’un 5-systeme rigide et les trajectoires des vecteurs entiers
qui approximent a & pres.

Les propriétés 3) & 6) donnent des informations supplémentaires sur les ng'). Par

exemple, 5) assure que chaque n-uplet (xgi), e ,ng )) engendre un sous-groupe de

Z"™ dont l'indice est uniformément borné en i. La propriété 6) implique le résultat

(beaucoup plus faible) que les angles entre deux vecteurs parmi ng‘)’ e ,x,(:) . ,ng )

.y
:
sont minorés (uniformément en 7). Dans la construction de la preuve, on imposera ici

que la famille xgi), . ’Xl(c?’ e ,ng) soit presque orthogonale (cf définition [7.4.12)).

Préléminaires pour la construction des points m;)

Roy établit d’abord quelques lemmes intermédiaires que nous retranscrivons ici.
Suppposons que les hypothéses du théoréme [7.4.1] soient satisfaites. Pour x € R™ non
nul et j € {1,...,n} on pose

L(x,00) := qlLIIolo L(x,q), Ly, (c0):= lim Ly (q), P;(c0):= lim P;(q).

q—o0 q—o0

On définit aussi

Vi(q) := Vect({x € Z"\ {0} ; L(x,q) < Lu;(9)})y (1<j<n, 0<q<o0),
Vo(g) =0 (0<q=<00)

L’espace vectoriel V;(oo) n’est intéressant que quand Ly ;(00) < oo (ce qui équivaut,
d’apres les hypotheses de 'énoncé, a Pj(00) < o). Dans ce cas, V;(00) est orthogonal
a uetona L(x,q) = logl|x|| (¢ > 0) pour tout x € Vj(co) non nul. Sinon, on a
Vj(o0) =R".

Lemme 7.4.2. Soit j € {1,...,n — 1}. Alors sur tout sous-intervalle I de [qp, 00| sur
lequel on a Pjy1(q) > Pj(q) + 2¢, la famille d’espaces vectoriels V;(q) est constante de
dimension j.

Lemme 7.4.3. Soit i un entier tel que 0 < i < s. Alors il existe un point x € Z™ qui
nappartient pas a Vi,—1(g;) et tel que

[L(x,t) = (Pri(q) + max(0,t — ;)| <e (£ >0).

=Py, (t) au voisinage de g;
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En particulier la trajectoire de x a pente 0 sur [0,q; — 2¢] si i > 1 et pente 1 sur
[QZ + 257 OO[

Lemme 7.4.4. Soit j un entier tel que 1 < j < n. Supposons que P;(00) < co. Alors
Vj(00) est de dimension j et il existe un réel ¢ > 0 tel que V;(t) = V;(oc0) pour tout
t > q. De plus, il existe un vecteur x € Z" N V;(00) qui n’appartient pas a Vj_1(c0) et
tel que

ILx,t) — Py(o0)| <& (£ 0).

Notons aussi que ces lemmes impliquent que Vj(g;) est toujours de dimension j
pour tout 1 <i<s (i# 00) et 0<j<n.

Preuve [des trois lemmes] Cf Roy [14] (lemmes 3.2, 3.3 et 3.4).

Construction des points x?

On suit la construction proposée par Roy.
On note S le point (qo, Pk, (go) dont on fait 'union avec I’ensemble de tous les segments
horizontaux maximaux contenus dans le graphe combiné de P qui ne sont pas des
points. A chaque S € S on associe un vecteur xg € Z" de la maniére suivante :
Cas n°l : si S est borné. Dans ce cas son extrémité de droite est de la forme
(gi, Px,(g:)) avec 0 < i < s. On choisit alors pour xg un vecteur qui vérifie la propriété
du lemme
Cas n°2 : si S n’est pas borné. Dans ce cas, S est contenu dans [0, co[x{P;(c0)}
pour un certain j (1 < j < n) tel que P;(c0) < co. On choisit alors pour xg un vecteur
qui vérifie la propriété du lemme [7.4:4]

Maintenant, pour tous i,j tels que 0 < i < s et 1 < j < n, il existe un unique
segment horizontal S € S contenant le point (g;, Pj(g;)) et on pose ng) := Xg. Dans
le cas dégénéré ol s < oo, on a Pj(c0) < oo pour tout j = 1,...,n — 1. Pour ces

(s) .

J on pose alors x;” := Xg ou S € S est I'unique segment non borné contenu dans

[0, 00[>x{P;j(00)}.

Ces vecteurs xg-i) vérifient les propriétés du théoreme |7.4.1

Preuve Cf [14] (p.15-18). L'un des points les plus délicats de la preuve est I'indépen-
dance linéaire de la famille (x{”, ... x{).

O

7.4.2 Retour sur la hauteur de sous-espaces

Nous rappelons et complétons quelques définitions et résultats déja présentés dans
la partie [4 en introduisant la notion de distance entre sous-espaces et en énoncant
quelques premiéres propriétés. La notion principale de ce paragraphe est celle de famille
presque orthogonale (déﬁnition. Le lecteur est renvoyé a [14] §4 pour les preuves
détaillées des lemmes présentés.

Nous sommes ici dans le cas particulier ou le corps de nombres K est égal au corps
@ des nombres rationnels. Soit » > 2 un entier. On dit qu'un sous-espace vectoriel
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V C R"™ est défini sur Q s’il est engendré par des éléments de Q™. Si V' # 0, cela revient
a imposer que V NZ" est un réseau de V. On note alors H(V) sa hauteur, définie par

HV) = [[xa A= A x|,

ol (X1,...,X;,) est n’'importe quelle base de VNZ™ et || - || est la norme euclidienne
de A™R"™ qu’on a muni de la structure euclidienne comme dans le paragraphe [7.3.4
C’est le covolume du réseau V NZ™. Notons qu’en particulier on a H(R™) =1 et qu’'on
avait posé H(0) = 1.

Le lemme suivant permet d’exprimer de maniere simple la hauteur d’un hyperplan

de R™ dans un cas particulier.

Lemme 7.4.5. Soit (x1,...,X,) une base de Z" et u un vecteur unitaire de R™ or-
thogonal ¢ V := Vectg(x1,...,X,_1). Alors

H(V) = |x, - u\*l.

Preuve Ona 1l =||x1 A AX,|| =||x1 A AXpo1]| % - u| = H(V)|x,, - ul.

Définition 7.4.6. Si x et y sont deux vecteurs non nuls de R™ on définit

dist(x,y) := 7||X/\y”
T xIHIyl

la distance (projective) entre x et y.

Notons que dist(x,y) = w(x,y) avec les notations de la partie 3| Il représente le
sinus de I’angle aigu entre les deux droites engendrées par x et y. C’est une fonction de
(R™\ {O})2 dans [0, 1] continue et symétrique. On a par ailleurs vu qu’elle satisfaisait
I’inégalité triangulaire.

Définition 7.4.7. Pour tout x € R” non nul et tout V sous-espace non nul de R”, on
définit la distance de x a V par

dist(x, V') := inf{dist(x,y) ; y € V' \ {0}} = inf{dist(x,y) ; y € S" NV},

ou S™ désigne la sphére unité de R™.
On pose dist(x,0) = 1.

On a alors le résultat suivant qui permet d’exprimer de maniere plus explicite la
distance d’un vecteur & un sous-espace :

Lemme 7.4.8. Soit x € R™\ {0} et V' un sous-espace quelconque de R™. Alors

. [Iprojy. ()|
dist(x. V) = A G

De plus, pour tout sous-espace U de R™ contenant V' on a dist(x, V) > dist(x,U).

Définition 7.4.9. Soient V; et V5 deux sous-espaces non nuls de R™. On définit la
distance de V7 a V5 par

dist(V7, Vo) := sup{dist(x, V2) ; x € V1 \ {0}} = sup{dist(x,V2) ; x € S" NV }.
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Comme S™NV; est compact et que la fonction dist(+, V2) est continue par le lemme
précédent, la borne supérieure est atteinte par un certain x € S™ N V;. Notons que
cette distance n’est en général pas symétrique en Vi, Vo (par exemple, si Vi C Vs avec
Vi # V4 alors on a dist(Vy,Va) = 0 alors que dist(V2, V1) > 0). On a toutefois les
propriétés suivantes :

Lemme 7.4.10. Soit x € R™\ {0} et V1, V, des sous-espaces non nuls de R™. Alors
on a
dist(x, V) < dist(x, V1) + dist(V1, Va).

De plus, si V' est un sous-espace non nul de R™ alors on a aussi l’inégalité triangulaire
dist(V, Vo) < dist(V, V1) + dist(V1, V2).

Le lemme suivant traite d’un cas particulier ou la fonction distance entre deux
sous-espaces est symétrique.

Lemme 7.4.11. Soient Vi, V5 deuzx sous-espaces non nuls de codimension 1 dans un
sous-espace U C R™. Pour i = 1,2, on choisit un vecteur unitaire u; dans U NV,
Alors on a

dist(V7, Vo) = dist(uy, us).

Définition 7.4.12. Soit m > 1 un entier. Une suite (x1,...,X,,) de vecteurs de R"
est dite presque orthogonale si elle est libre et vérifie les inégalités

1

dist(x;, Vectr(x1,...,%x;-1)) > 1 — 1

(2<j<m).
Notons que (Xi,...,Xm) est orthogonale si et seulement si pour tout j tel que

2 < j < mon a dist(x;, Vectr(x1,...,%x;-1)) = 1.

Remarquons que la suite (x) avec x € R™ non nul est presque orthogonale. Par le

lemme on a aussi que toute sous-suite non vide d’une suite presque orthogonale

est elle-méme presque orthogonale.

Nous terminons ce paragraphe par un résultat lié a cette notion.

Lemme 7.4.13. Soit (x1,...,Xmm) un m-uplet primitif de vecteurs de Z" presque or-
thogonal et U := Vectgr(X1,...,Xm). Alors on a
e ?|lxall .- xmll < HU) < [lxal] - |[%m]].

7.4.3 Cas des systémes rigides de grande maille

Cette partie reprend la partie 5 de [14]. Roy démontre la seconde assertion du
théoreme dans le cas des n-systémes rigides de grande maille (théoréme .
Comme le suggere le théoreme [5.3.3] on commence par construire par récurrence une
suite de bases de Z"™ qui vérifient de fortes propriétés. Nous ne présenterons pas les
preuves en détails ici, juste le début des constructions de Roy.

On fixe s € N* U {co} et on pose

C =273t
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On suppose que pour tout entier i tel que 0 < ¢ < s il existe un vecteur A0 =
(A(f), e ,Agf )) € R” et des entiers k; et [; vérifiant les conditions

Agi) > C, Ag-i) > Agﬁl(} pour j =2,...,m, (7.7)
kioi <l et AV >AV0 sii>1, (7.8)
AV, A Ay = (AT AT LAY s> (7.9)

Ces conditions sont évidemment & mettre en lien avec celles intervenant dans la défi-
nition d’un canevas (cf définition [7.1.1)). On a alors le résultat suivant :

Proposition 7.4.14. Pour tout entier i tel que 0 < @ < s, il existe une base de Z"

(xgi), . ,xg)) qui vérifie les propriétés suivantes :
1) (xgo), . ,X;Oll) est presque orthogonale,
2) (xgi), . ,xl(fi), - 7ng)) est presque orthogonale,

3) A§i) < ||X§l)|| < 2A§-i) pour j=1,...,n,

i i o) i 1 .
4) dist(xl(i),VectR(xg )7...,)(,(%)7 . ,xgill)) >1-— -1 stk <,

5) Xl(j) € X,(;lj) + Vecty (xgi_l), ... ,xgij), .. ,xl(f_l)) sii>1,
6) (xgi), . ,xl(j), e 7ng)) = (xgi_l)7 ... ,x,(;;j), . ,ngl)) st > 1.
De plus, siu; est un vecteur unitaire orthogonal o Vectr (ng‘)7 e ,x,(fi), . ,ng)) , alors
pour tous i et j tels que 0 < i < j < s on a
2¢et
dist(u;,u;) < . . .
ST

Preuve Cf proposition 5.3 de [I4]. Roy utilise plusieurs lemmes intermédiaires (lemmes
5.1 et 5.2 de [14]) pour la construction (par récurrence) des bases qui conviennent. La

presque orthogonalité est un point particulierement délicat & montrer.
O

La proposition suivante complete la proposition ci-dessus en construisant un vecteur
o . . . i i
unitaire u et en estimant la jauge des vecteurs a:(l ), ceey x%) par rapport au corps convexe

Cu(Q) (pour @ bien choisi).

Proposition 7.4.15. On conserve les notations de la propositions précédentes et on

pose _
Q=AY . AD (0<i<s),
et Qs 1= 00 st s # 0. Alors il existe un vecteur unitaire u € R"™ tel que pour tout

entier i (0 <i < s) et tout Q € [Qi, Qit1] on ait
1) Ay) < )\(xgz),CU(Q)) < 8€4A§1) pour tout j € {1,... ki, ..., n},

AYQ © 8AYQ
— < < L .

Preuve Cf proposition 5.4 de [14].
La construction de u provient de la seconde assertion de la proposition [7.4.14] Quand

2)
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s = 00, elle assure en effet que I'image dans P"~1(R) de la suite (u;);>1 converge vers
la classe d’un vecteur unitaire u € R™ tel

2 4
dist(u;,u) < ¢

< ||x§i+1)\|...||xgli+1)|| (0<i<s).

Quand s # oo ces inégalités restent vraies en prenant u := us_; et en remplagant le
membre de droite de I'inégalité par 0 lorsque i = s — 1.
Roy montre alors que u convient.

Avec les résultats précédents on peut alors établir une version quantitative de la
seconde assertion du théoréme[7.1.3| pour des n-systémes rigides de maille assez grande.

Théoréme 7.4.16. Soit § > 4+ (n+ 3)1log2 et P : [qo, co[— R™ un n-systéme rigide
de maille §. Alors il existe un vecteur unitaire u € R™ tel que

sup ||P(q) — Lu(q)||ee < nlog(8e*n).

q4=>q0
Preuve Cf [14] (théoréme 5.5) pour les détails.
On consideére la suite de vecteurs (a(i))ong et les suites d’entiers (k;)o<i<s €t (i)o<ics
qui définissent le canevas attaché a P comme dans les définitions [7.1.1] et Pour

chaque i (0 < i < s) on écrit al¥) = (agi), ce ag)) et on pose

G ._ (@) :
A7 i=exp(a;”) (1<j<n).

Alors les conditions (C1) — (C3) de la définition [7.1.1]assurent que les conditions (7.6) —
(7.9) sont également vérifiées et donc qu’on peut appliquer les propositions [7.4.14] et
On considere les bases (xgi), . ,xﬁf)) de Z™ données par la proposition |7.4.14
pour 0 < i < s, et u € R™ le vecteur donné par la proposition Roy montre alors
que ce vecteur unitaire convient.

O

7.4.4 Systémes réduits et approximations par des n-systémes rigides

Ce paragraphe reprend les sections 6 et 7 de [I4]. Les résultats principaux sont
les propositions et (la plus délicate a montrer étant la deuxiéme) : elles
permettent de renforcer le théoréme [7.3.8] de Schmidt et Summerer et de prouver la
premiére assertion du théoréme [7.1.3]

Définition 7.4.17. Soit g9 > 0. Un (n,)-systéme réduit sur [go,o0[ est un (n,~)-
systeme P = (P, ..., P,) : [go,00[— R™ tel quesij=1,...,n—1,a > g et b > a+ny
sont tels que P + - -- 4+ P; est constant sur [a, b], alors chaque fonction P,. .., P; est
constante sur [a,b — nv].

Exemples : tout (n,0)-systéme est déja un (n,0)-systéme réduit. Si P est un
(n,v) systéme réduit sur [go, 00|, alors ¢ — 6P (dq) est un (n,v/d)-systéme réduit
sur [go/6, 0ol
Proposition 7.4.18. Soit P = (P1,...,P,) : [qo,0[— R™ un (n,~)-systéme sur
[0, 00[. Alors il existe un (n,2ny)-systéme réduit P = (P,...,P,) : [q,00[— R™ tel
que ||P — Pl < ny.
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Preuve Cf proposition 6.2 de [14] pour les détails. Roy construit P 4 laide de plusieurs
lemmes techniques (lemmes 6.3, 6.4 et 6.5 de [I4]).
O

L’étape suivante aprés avoir montré que tout (n,~y)-systéme s’approxime par un (n,y)-
systéme réduit est de montrer que tout (n,~y)-systéme réduit peut étre approché en
un certain sens (et & une différence bornée prés) par un n-systéme rigide. C’est ce que
traduit la proposition suivante.

Proposition 7.4.19. Soient vy, § des réels tels que 0 < v < §/(2n)? et P : [0, 00[— R"
un (n,7y)-systéme réduit. On pose qo := n(n+1)d/2. Alors il existe un n-systéme rigide
R : [qo, 00[— R™ de maille § tel que

IP(q) = R(q)||oe <3n%3 (g > qo).

Preuve Cf [14] proposition 7.1 de [14].

Roy se ramene a prouver cette proposition pour le cas d’un n-systéme rigide intégral -
i.e. de maille 1 - en effectuant un changement de variable. En effet, P(q) := 6~ 1P(¢6)
définit un (n, y/8)-systéme réduit sur [0, 00|, et si R est un n-systéme rigide de maille
1 sur [qo, oo[ avec Go := n(n + 1)/2, alors R(q) := 6R(g/§) définit un n-systéme rigide
de maille § sur [go, co[. Les inégalités requises se transférent immédiatement.

La construction de R est délicate ; Roy utilise huit lemmes pour parvenir a ses fins.

7.4.5 Preuve du théoréme de Roy

Nous avons désormais tous les outils pour démontrer le théoreme Ce para-
graphe reprend la partie 8 de [I4]. Elle est constituée de deux théorémes : le premier
prouve la seconde assertion du théoréme[7.1.3] le deuxiéme prouve la premiére assertion
de ce méme théoréme. Rappelons que tout n-systéme rigide est un (n, 0)-systéme.

Théoréme 7.4.20. Soit g9 > 0 et soit P : [qg,00[— R™ un (n,0)-systéme. Alors il
existe un vecteur unitaire u € R™ tel que

IP(0) = Lu(@)lloc < 3n°(n+9) (¢ = qo)-

Preuve Nous suivons ici la démonstration proposée par Roy dans [I4] (théoréme 8.1).
La premiére chose que fait Roy est de prolonger P en un (n, 0)-systéme défini sur [0, cof.
Pour cela, il pose tg := 0 et ¢; := Pi1(qo) + -+ + P;(qo) pour i = 1,...,n. On a alors
t, = qo et il définit

P(q) = q)n(oa"'703P1(q0)ﬂ"'a-Pifl(qO)vq_tifl) (tifl < q < tiv 1< < TL),

de telle sorte que pour ¢ = 1,...,n, le graphe combiné de P sur [t;_1,%;]
consiste en n — 1 segments horizontaux (pas forcément distincts) avec ordonnées
0,...,0,P1(qo),---,P;i—1(qo), et un segment de pente 1 d’extrémités (¢;_1,0) et
(ti, Pi(qo)). Ces formules prolongent bien P en un (n, 0)-systéme sur [0, co].

On peut donc supposer gg = 0. On pose ¢ := n+7 et g := n(n+1)d/2. Puisque tous
les (n, 0)-systémes sont réduits, la proposition [7.4.19|fournit ’existence d’un n-systéme
rigide R : [¢p, co[— R™ de maille ¢ tel que

IP(q) = R(q)||c < 30?5 (g > qo)-
Le théoréme [7.4.16] utilisé avec R donne 'existence de u € R™ tel que

IR() — Lu(a)]loc < nlog(8e'n) (q= qo)-
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On a alors en combinant ces inégalités
IP(q) — Lu(9)l|e <306 +nlog(8e*n) (g > go). (7.10)

Il reste & étendre cette inégalité pour g € [0, ¢o]. Sur cet intervalle, les coordonnées
de P(q) sont positives (au sens large) et majorées par Pi(q) + -+ Pn(q) = ¢ < @
(car P est un (n,0)-systéme). Les coordonnées de Ly(q) sont également positives (au
sens large) et majorées par Ly 1(q) + -+ + Lun(q) < go + nlog(n) par l'inégalité
. Cela permet d’étendre I'inégalité a tout [0, 00[. On conclut en notant que
3n20 + nlog(8e*n) < 3n?(n +9). O

Pour démontrer la premiere assertion du théoreme [7.1.3] on remarque que tout
n-systéme rigide de maille 6 > 0 est aussi un n-systéme rigide de maille §/N pour
tout entier N > 1. Cette remarque et le théoréme suivant fournissent une version
quantitative de la premiere assertion du théoreme de Roy.

Théoréme 7.4.21. Soit 6 > 24n*2"log(n) et u € R™ un vecteur unitaire de R™. On
pose qo := n(n+ 1)§/2. Alors il existe un n-systéme rigide R : [qo, oo[— R™ de maille
0 tel que

ILu(q) = R(@)||oc <4120 (q > qo).

Preuve On suit la preuve de Roy [14] (théoréme 8.2). On pose v := 6n2™ log(n). Par
le théoréme il existe un (n,~)-systéme P : [0, co[— R™ tel que

[[Lu(q) —P(@)l|ec <7 (¢2>0).

La proposition |7.4.18| assure V'existence d’un (n,2n+y)-systéme réduit P: [0, c0[— R™
tel que
IP(q) = P(@)l|c <y (g2 0).

Finalement puisque § > 4n3~, la proposition [7.4.19| fournit I’existence d’un n-systéme
rigide R : [go, oo[— R™ de maille § satisfaisant 1'inégalité

IP(q) = R(q)]]oc <306 (g > qo)-
Combinant ces trois inégalités on trouve, pour q > qq :

ILu(q) — R(q)||oo < (n+ 1)y + 3025 < 4n?5.

8 Une application du théoréeme de Roy

Cette partie reprend ’article de Roy [I5]. Le résultat principal est le théoréme
[B:14]; il donne une description compléte de certains exposants d’approximation dio-
phantienne classiques en utilisant les outils de la géométrie paramétrique des nombres
et en particulier le théoréme [7.1.3]
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8.1 Définitions et formulation du probleme

Nous rappelons ici un certain nombre de définitions déja introduites (notamment
dans les paragraphes et [7.2)) et introduisons les exposants classiques d’approxima-
tion qui généralisent ceux des définitions et

Sin > 1 est un entier, on note x -y le produit scalaire usuel entre deux vecteurs
x et y de l'espace euclidien R™. On munit également son algebre extérieure AR" =
[ /\k R"™ de la structure d’espace euclidien telle que pour toute base orthonormée
(e1,...,ep) de R™, 'ensemble des produits extérieurs e;; A---Ae;, avec 0 < k <n et
1<y < -+ <1, <n forme une base orthonormée de A R™. Pour k = 0,...,n on note
/\’C Z" le réseau de /\k R™ engendré par les produits extérieurs de la forme x1 A---Ax,
avec X1,...,%, € Z". Pour k =0 on a A*R" = R et on pose \’Z" = Z.
Si S* est un sous-espace de R™ défini sur Q de dimension k, rappelons qu’on peut
définir sa hauteur par la formule

H(S)=|lx1 A Axgl],

ol Xi,...,X) est une base de S NZ".
La distance (projective) dist(u, S) d’un vecteur u € R™ & un sous-espace S définie dans

le paragraphe est égale a

dist(u, §) = [Iprojge (W)l _ [luAxi A~ Axyl]
) HUH Hu””Xl/\"'/\XkH’

ol (x1,...Xk) est n’importe quelle base de S. Géométriquement, cela représente le sinus
de I'angle le plus petit entre la droite engendrée par u et S. Notons que cette quantité
est aussi égale a U1 (A, S) = w1 (A, S) avec les notations du paragrapheofl on a posé
A :=Ru.

Définition 8.1.1. Soit n > 1 et u € R"™\ {0}. Pour j = 0,...,n — 1 on note
w;(u) (resp. W;j(u)) la borne supérieure de 'ensemble des réels w tels que pour des @
arbitrairement grands (resp. pour tout Q assez grand) il existe un sous-espace S C R"*?
défini sur Q de dimension j + 1 vérifiant

H(S)<Q et H(S)dist(u,S) <Q“.

Remarque : En particulier on a w;(u) = oo si u appartient a un sous-espace S de
R™ ! défini sur Q de dimension j+ 1. Sinon w;(u) est la borne supérieure de I'ensemble
des réels w pour lesquels il existe une infinité de sous-espaces S C R™*! définis sur Q
de dimension j + 1 tels que

dist(u, S) < H(S)™ 1.

On peut donner une définition alternative de ces exposants d’approximation qui
permettra de faire le lien dans le paragraphe suivant avec la géométrie paramétrique
des nombres.

Lemme 8.1.2 (Bugeaud-Laurent). Soit j € {0,...,n —1}. Alors wj(u) (resp. @;(u))
est la borne supérieure des réels w tels que les inégalités

lz[| <Q et [lzAul| <@ (8.1)
possédent une solution non nulle z € /\j+1 7" pour des valeurs de Q arbitrairement

grandes (resp. pour tout Q assez grand).
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Preuve Ce résultat est prouvé dans [4] §4 pour w;(u) dans le cas ot les coordonnées
de u sont linéairement indépendantes sur Q mais un petit argument permet de rendre

valable la preuve pour u non nul, quelconque ainsi que pour @;(u).
O

Le théoréeme utilisé avec d := 1, e := j + 1, A% := Ru assure que
j+1
n—J

wi(u) = By(u) > (0<j<n-1). (8.2)

Le résultat qui suit donne d’autres relations sur ces exposants.

Théoréme 8.1.3 (Schmidt, Laurent). Soit n > 1 un entier. Pour tout vecteur u €
R non nul on a wo(u) > 1/n et

jo(u) < Wj—l(u) < (TL 7j)wj(u) -1

wiw) +j+1 " (1<j<n—1), (8.3)

en définissant par convention le quotient de gauche comme étant égal a j et celui de
droite & oo st wj(u) = oo.

Preuve Nous proposons ici une démonstration de ces inégalités a partir des théoremes
du going-up (pour l'inégalité de droite) et du going-down (pour I'inégalité de
gauche).

Commencons par l'inégalité de droite.

Soit 1 < j <m —1.Siw;_i(u) = oo alors u appartient a un sous-espace de dimension
j défini sur QQ, donc a fortiori & un espace de dimension j + 1 défini sur Q. Donc
w;j(u) = oo et il n’y a rien & montrer. On suppose désormais w;_1(u) < co.

Soit w < w;_1(u) et soit S7 un sous-espace de R"*! défini sur Q tel que

H(S%)dist(u, $7) < H(S?)™~. (8.4)

Le théoréme (going-up) appliqué avec H := H(S7), A% :=Ru, B®:= 57, c=1/C,4
(ott Cy est définie comme dans le théoréme [5.8), 1 = 1 et y; = w donne lexistence
d’un sous-espace St défini sur Q contenant S7 et vérifiant :

H(S7T1)nH1=0)/(n=0) Qigt (u, §7+1) < H/=w(H1=D/ (=) o H(S7H1) < H',
oll on a posé H' := C3H"=9/(n+1-3) On en déduit que
H(S7 Y dist(u, $711) < H(SJ'Jrl)*[W(n+1*j)+1]/(n*j)_ (8.5)

Or, comme il y a une infinité de sous-espaces S7 vérifiant I'inégalité et que
H(S7TY) > H(S7) (et qu’il n’y a qu'un nombre fini de sous-espaces de hauteur in-
férieure & un réel H) cela implique qu’il y a un nombre infini de S7*! vérifiant 7
et par suite

win+1- ) +1/(n - ) < w;(w).

On conclut en faisant tendre w vers w;_i(u) et avec la remarque suivant la définition
des wj(u).

Montrons maintenant ’inégalité de gauche.
Soit w < w;(u). Soient @ > 1 et STH1 tels que

H(S™) <Q et H(S™)dist(u,$71) < Q7. (8.6)
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On applique le théoreme (going-down) avec H := Q, A := Ru, B¢ := /T
y1 == w+ 1 et ¢ :=1/C7 (o C7 est définie comme dans I’énoncé du théoréme du
going-down). On a alors yi = y1(j + 1)/(y1 + j) et toutes les hypothéses de ’énoncé
sont satisfaites. En particulier, en posant Q' := C5QUt¥1)/U+1) on a existence d’un
sous-espace S7 C S7t! défini sur Q et vérifiant

H(S7) < Q' et H(S)dist(u,87) < Q~®~1,

Cette inégalité est vérifiée pour des Q' arbitrairement grands car il existe des Q) arbi-
trairement grands tels qu’il existe S/*! vérifiant . Donc

Yy — 1 <wj_1(u).

En faisant tendre w vers w;j(u) on a yj — 1 qui tend vers jw;(u)/(w;(u) +j + 1), d’ou
le résultat.

Notons que Roy fournit une autre preuve de ce théoreme en utilisant les outils de
la géométrie paramétrique des nombres.

Ces inégalités ont été observées par Laurent dans [9] qui introduisit alors les expo-
sants w;(u). Dans le méme article il fait la remarque que chaque inégalité prise
individuellement est la meilleure possible car en les combinant on trouve les inégalités
de transfert de Khinchine qui sont connues pour étre optimales. On peut aussi montrer
que Pensemble des valeurs prises par w;(u) est I'intervalle entier [(j+1)/(n—j), co[. Le
théoréme suivant est le résultat principal de 'article de Roy [15] et décrit complétement
le comportement du n-uplet (wo(u),...,w,—1(u)).

Théoréme 8.1.4 (Roy, 2014). Soit n > 1 un entier. Soient wy,...,wn—1 € [0,00]
vérifiant les inégalités wo > 1/n et

(1<ji<n-1). (8.7)

Alors il existe un vecteur u € R"* dont les coordonnées sont Q-linéairement indépen-
dantes et tel que

wi(u) =w; et @j(u)= 7 (0<j<n-—1).

Preuve Cf paragraphe |8.5

8.2 Liens avec la géométrie paramétrique des nombres

Soit m > 1 un entier. Nous rappelons les notations introduites dans le paragraphe
[7:3:3] Notons que dans cette partie on a n+ 1 & la place de n.
Soit u € R™*! non nul. Pour tout réel @ > 1 on consideére le corps convexe

Ca(Q) = {x e R"™; [Ix]| <1, |x - u|<Q7"}

et on note A\ (Cu(Q)) < -+ < A\pr1(Cu(Q)) ses n + 1 minima successifs (pour le réseau
Z™*1). On pose aussi

Ly j(q) =log Aj(Cu(e?)) (¢>0,1<j<n+1),
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qu’on réunit dans une unique application Ly, : [0, co[— R"*! en posant
Lu(q) = (Lu,1(a),-- -, Lun+1(a)) (g2 0).
Définition 8.2.1. Pour j =1,...,n 4+ 1 on définit

¢ (u) = liminf Lui(@) 4+ Luy(0) et ¢;(u) = limsup Lua(@) -+ Lu,j(Q).

—J q—00 q q— o0 q

La proposition suivante permet de faire le lien entre ces quantités et les exposants
classiques d’approximation du paragraphe précédent.

Proposition 8.2.2. Pour tout j =0,...,n—1 on a

(W=l e Gw)=—— 1
wij(u) = ——— — et Wi(u)==———-1
yn—j (u) wnfj (u)
Preuve On reprend la preuve de [15] (proposition 3.1) en passant vite sur certains dé-
tails. Pour cette démonstration on utilise la notion de corps convexes pseudo-composés

et le théoreme On prendra la définition des w;(u) donnée par le lemme
Pour j=0,...,n—1et @ > 1 on définit

KE(Q) = {me NVR™L; Jlal| < Q. [z Aul| < 1),

D’apres le lemme 3 du §4 de [4], ICE,j +1) (Q) est comparable au (j+1)-éme corps composé
de lCl(ll) (Q). Ce dernier est lui-méme comparable au polaire de Cu(Q) et a pour volume
vol(Cu(Q)) = Q~', par conséquent le premier minimum de ICEIJ'H)(Q) pour le réseau
N Tzt yérifie
M (K@) = M(KP(Q) - A (K@)
-1
= A1 (Ca(@) - A1 (Ca(@))
= Q7 M (Cu(@)) - A (Ca(@) (0<j<n—-1,Q>1),

-1

ou les constantes sous-jacentes ne dépendent que de n et u mais pas de @ (cf [10]; la
premiére équation est donnée par le théoréme [2.4.9] la deuxiéme équation provient du
théoréme de Mahler, la troisiéme du second théoréme de Minkowski). Maintenant, le
corps convexe symétrique de /\j+1 R™*+1 défini par est Q_WICEE+1)(Q“+1), donc
son premier minimum pour le réseau /\j L znt1 yérifie

A(QUKEH(Q“T)) = Q7'M (Cu(@“Fh) - A (Ca(@¥FY)) (8.8)

ol les constantes sous-entendues ne dépendent ni de @, ni de w (avec @ > 1 et w+1 > 0).
Par le lemme w;j(u) (resp. @;(u)) est la borne supérieure de I'ensemble des réels
w pour lesquels ce premier minimum est inférieur ou égal a 1 pour des @) arbitrairement
grands (resp. pour tout () assez grand). Par ailleurs, puisque w;(u) > &;(u) > 0 par
, on peut considérer uniquement les w > —1. Si on écrit Q = 9@+ avec ¢ > 0
et qu’on passe au logarithme en divisant par ¢, on obtient que w;(u) (resp. &;(u)) est
la borne supérieure de ’ensemble des réels w pour lesquels

log (A (@K (Q+1)))
q
pour des @) arbitrairement grands (resp. pour tout @ assez grand). Or, Pestimation

(8.8) devient

log ()\1 (walcslj-i-l)(Qerl))) B Lua(q)+ -+ Lun, (q) 1 1

q q _w—i—l q

<0

9
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(ou les constantes asymptotiques ne dépendent pas de ¢ ni de w), ce qui implique que
w;(u) (resp. @;(u)) est la borne supérieure de I’ensemble des réels w pour lesquels

Lu,l(q) + Lu,nfj(q) < 1
q T wH+1

pour des @ arbitrairement grands (resp. pour tout @ assez grand).

Gréce a cette proposition importante, nous allons pouvoir transposer le théoréme
dans le langage de la géométrique paramétrique des nombres : les inégalités ([8.7))
se transformeront en les inégalités ci-dessous, et I'existence de u € R"*! avec les
bonnes propriétés reviendra a l’existence d’un n-systeme généralisé (cf définition
avec les "bonnes" propriétés.

8.3 La notion de n-systémes généralisés

Ce paragraphe reprend la partie 4 de [I5]. On fixe n > 2 un entier. Rappelons
que précédemment nous avons déja défini la notion de (n,y)-systémes (définition
et de (n,v)-systémes réduits (définition ainsi que celle de n-systémes rigides
(déﬁnition qui apparaissaient comme des (n, 0)-systémes particuliers. Toutes ces
classes de fonctions permettent d’approcher les fonctions L, avec u € R™ non nul. Nous
allons maintenant définir en suivant [I5] deux nouvelles classes un peu différentes : les
n-systémes (définition [8.3.1)) et les n-systémes généralisés (définition [8.3.6)). Tout (n, 0)-
systéme est un n-systéme (en fait les deux définitions coincident quand on regarde les
n-systémes sur [go, 0o[ avec go > 0) et tout n-systéme est aussi un n-systéme généralisé.
Rappelons que || - || désigne la norme euclidienne. On fera également usage de la norme
[| - [loo définie sur R™ par |[(z1,...,%n)||loc = Maxi<j<yn |2;].

Définition 8.3.1. Soit I un sous-intervalle de [0,00[ d’intérieur non vide. Un n-
systéme sur I est une fonction continue affine par morceaux P = (Py,..., P,) : [ - R"
vérifiant les conditions suivantes :

(S1) Pour tout g€ Tona 0 < Pi(q) <--- < Py(q) et Pi(q) +--+ Pu(q) = q.

(S2) Si H est un sous-intervalle ouvert non vide de I sur lequel P est différentiable,
alors il existe un entier r (1 < r < n) tel que P, est de pente 1 sur H et P; est constante
sur H pour tout j # r.

(S3) Si ¢ est un point intérieur & I en lequel P n’est pas différentiable et si les
entiers r et s qui vérifient P/(¢7) = Pl(¢qt) = 1 sont tels que r < s, alors on a

P.(q) = Prya(q) = - = Ps(q).

Ici, la condition "P : I — R™ affine par morceaux" signifie que I’ensemble D des
points de I en lesquels P n’est pas différentiable (en incluant les extrémités de [
qui sont dans I) est un sous-ensemble discret de I et que la différentielle de P est
localement constante sur I\ D. Une telle fonction admet toujours une dérivée a droite
P’(¢") en tout point ¢ € I, g # inf I, et une dérivée & gauche P’(¢™) en tout point
q €I, g #supl. La pente d'une composante P, de P sur un sous-intervalle ouvert H
de I'\ D est la valeur (constante) de sa dérivée sur H ou, de maniére équivalente, la
pente de son graphe sur H.

La figure suivante issue de [I5] montre le graphe combiné des fonctions P, ..., Ps
sur un voisinage d’un point ¢ sous les hypothéses de la condition (S3). Dans ce cas,
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les fonctions P11, ..., Ps coincident a gauche de ¢ tandis que P,,..., Ps_1 coincident
a droite de q.

FIGURE 3 — Illustration de la condition (S3)

Proposition 8.3.2. Supposons I = [qo,00[ avec qo > 0. Alors les n-systémes sur I
sont exactement les (n,0)-systémes sur I. En particulier, tout n-systéme rigide est un
n-systéme.

Preuve La démonstation est laissée au lecteur et ne présente pas de difficulté particu-
liere. 11 suffit de revenir & la définition d’un (n,0)-systéme.
O

Théoréme 8.3.3. Soit u € R™ non nul. Alors il existe go > 0 et un n-systeme P sur
[q0, 00] tel que Ly — P soit bornée sur [qo,00[. Réciproquement, pour tout n-systéme
P sur un intervalle [qo, 0] avec qo > 0, il existe un vecteur u € R™ non nul tel que
Ly — P soit bornée sur [qo, o0].

Preuve La premicre assertion provient du théoréme (puisque tout n-systéme
rigide est également un n-systéme). La seconde assertion vient du théoreme [7.4.20
(puisque tout (n,0)-systéme est également un n-systéme). Notons que considérer un

vecteur u non nécessairement unitaire ne change rien.
0

Le but de cette partie est d’étendre ce théoréeme d’approximation a une classe
de fonctions plus grande : les m-systémes généralisés. L'étude des sous-familles de
(Wos -+ s Wn1,@0, -+, Wp_1) sur R\ 10} se rameénera a des problémes sur des
(n 4+ 1)-systémes généralisés.

Les deux lemmes ci-dessous donnent des exemples de n-systéemes. Le deuxieme
permet notamment le recollement de n-systemes.

Lemme 8.3.4. Soit a,b € R des réels tels que 0 < a < b. Alors il existe un n-systéme
P :[a,b] = R" tel que P(a) = (a/n,...,a/n) et P(b) = (b/n,...,b/n).

Preuve Nous suivons la construction de [I5]. On pose ¢; := (n — i)a/n + ib/n pour
i =0,...,n et pour j = 1,...,n on définit P; comme l'unique fonction continue
affine par morceaux sur [a,b] qui est constante égale & a/n sur [go, gn—;], de pente 1
SUr [¢n—j, Gn—j+1], €t constante égale & b/n sur [gn—jy1,qn]. Alors P = (Py,...,P,) :
[a,b] — R™ est un n-systéme qui convient.

La figure suivante tirée de [I5] illustre le graphe combiné de ce n-systéme.
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Tn—1 Gn = b

FIGURE 4 — Graphe combiné d’'un n-systéme pour le lemme

Lemme 8.3.5. Soit a,b,c € R vérifiant 0 < a < b < ¢. On suppose que PO :
[a,b] — R™ et P?) : [b,c] — R™ sont deux n-systémes vérifiant P (b) = PR (b) =
(b/n,...,b/n). Alors il existe un n-systéme P sur [a,c] qui prolonge P(1) et P2,

Preuve Il existe une unique fonction P : [a, ¢] — R™ qui prolonge P et P(?), Elle est
continue mais pas nécessairement différentiable en b. Cependant, elle vérifie la condition
(S3) en ¢ = b puisque toutes ses coordonnées sont égales en ce point. C’est donc un
n-systeme.

O

Soit I un sous-intervalle de [0, 00[ et D un sous-ensemble discret de I. En combi-
nant les deux lemmes précédents on peut construire un n-systeme P sur I tel que
P(q) = (¢/n,...,q/n) aux points ¢ € D. En choisissant D judicieusement, cela
assure que sup,c; ||[P(q) — P(q)||s est fini et arbitrairement petit, ot on a posé
f’(q) = (g/n,...,q/n) pour tout ¢ € I. Un argument supplémentaire permettra de
garder les propriétés d’approximation par des n-systémes pour des fonctions plus géné-
rales (f’ en fera partie) : les n-systémes généralisés. La propositionet le corollaire
formalisent cette affirmation.

Définition 8.3.6. Soit I un sous-intervalle de [0, oo[ d’intérieur non vide. Un n-systéme
généralisé sur I est une fonction continue affine par morceaux P = (Py,..., P,) : I —
R"™ qui vérifie les propriétés suivantes :

(Gy) Pour tout g € T on a 0 < Pi(q) <--- < P,(q) et Pi(q)+ -+ Pn(q) =g

(G2) Si H est un sous-intervalle d’intérieur non vide de I sur lequel P est différen-
tiable, alors il existe des entiers r et 7 vérifiant 1 <r <7 < net telsque P, Pr4q,..., Pr
coincident sur tout H et sont de pente 1/(F — r + 1) tandis que les autres composantes
P; de P sont constantes sur H.

(G3) Si ¢ est un point intérieur & I en lequel P n’est pas différentiable, si r,7,s,3
sont les entiers pour lesquels

1 1
Plqg)=—— <j<F Pl(¢g") = — <j<s .
Ha™) ——1 (r<j<7) et Pj(q") E— (s<j<3), (89
et sir <3, alors on a P(q) = Pry1 =+ = Ps(q).
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La figure qui suit (issue de [I5]) est le graphe combiné des fonctions Pr,..., Ps au
voisinage d’un point ¢ sous les hypothéses de la condition (G3) quand T < s.

FIGURE 5 — [llustration de la condition (G3) quand 7 < s

Tout n-systéme est aussi un n-systéme généralisé (avec r = 7 dans la condition

(G2)).

Proposition 8.3.7. Soient P un n-systeme généralisé sur un sous-intervalle d’in-
térieur non vide I de [0,00[ et D un sous-ensemble discret de I. Alors il existe un

n-systéme P sur I tel que P(t) = P(t) pour tout t € D.

Preuve Nous ne faisons ici que la construction de Roy (cf [I5], Proposition 4.6) sans
vérifier qu’elle a les propriétés énoncées.
Soit Dy ’ensemble des points de I ou P n’est pas différentiable auquel on a adjoint
les frontieres de I contenues dans I. Comme Dy est un sous-ensemble discret de I, on
peut supposer sans perte de généralité que D contient Dy. On peut aussi supposer que
I et D ont mémes bornes supérieure et inférieure, quitte a ajouter des points a D.
Soit ]t1, t2[ un intervalle maximal de I\ D (nécessairement ouvert et borné d’apres
les hypothéses ci-dessus). Alors t; et to appartiennent & D et comme D C I, [ty, 2] est
un sous-intervalle de I. Comme P est différentiable sur |t1,to[, il existe des entiers r et
Tavec 1 <r <7 <n tels que ﬁﬁ, . ,15; coincident et sont de pente 1/(F —r + 1) sur
Jt1, t2] tandis que les autres composantes ﬁj sont constantes égales & c; sur ce méme
intervalle. On pose

m:=7—r+1 et ci=(c1+ - +c-1)+(cr1+-+cn).

Par le lemme il existe un m-systéme (Aq,..., Ap,) sur [t1,t2] vérifiant

t; t; .
(A1), -+, Am(t) = (E . E) pour i = 1,2.
Puisque ]Bj(q) =(¢g—c¢)/mpourj=r,...,Tetq€ [t1,ls], Papplication P : [t1, t3] — R"
donnée par

c c
P(q) = (Ch o 7C£717A1(Q) - Ev‘ .. 7Am(q) - E7C?+lw .. 7Cn) (tl S q S t2)7

coincide avec P aux points ¢ = t1,to. Comme les intervalles [t1, t5] recouvrent I et n’ont
pas de points intérieurs en commun, cela implique que P : I — R"™ est une fonction
affine par morceaux continue qui coincide avec P sur D.

Roy montre alors que P est un n-systéme (cf [I5] pour la fin de la preuve).

Corollaire 8.3.8. Soit P : I — R" un n-systéme généralisé et € > 0. Alors il existe
un n-systéme P sur I tel que ||P(q) — P(q)|lcc < € pour tout g € I.
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Preuve On reprend la preuve de Roy dans [I5]. Soit D I’ensemble de tous les multiples
ke/2 (k € N) qui sont dans I. Par la proposition il existe un n-systéme P sur
I tel que P(t) = P(t) pour tout ¢ € D. Puisque les composantes de P et P sont de
pentes O et 1, on a pour tousg € [ et t € D

1P(@) = P(q)llo < [IP(q) = P(t)llos + [P (@) = P()]]oc < 2lg —tI.

On conclut en choisissant ¢ tel que |¢ —¢| < /2.

Ainsi, le théoreme [8.3.3| reste valable pour les n-systeémes généralisés.

8.4 Une famille de n-systémes généralisés

Soit n > 2 un entier. On considére ’ensemble
A ={(ay,...,ap) ER"; 0<a; <---<apeta+---+a, =1}

et son adhérence

A" = {(ar,...,a0) ER"; 0< a1 < - <y et ay + -+ a, = 1},

Si P est un n-systeme généralisé et ¢ € INRY, alors par la condition (G1) de la définition

on a ¢ 'P(q) € Z(n). Pour j = 1,...,n on définit une fonction v; : Z(n) - R
par
wj(al,...,an) =ai+---+aj.
Pour prouver le théoréme Roy utilise la construction qui suit.
Proposition 8.4.1. Soit a = (ay,...,a,) € A™. On pose
¢ =a+--+a+(n—ia (1<i<n),
Qn—1+¢:(ifl)ai+ai+~-~+an (1§Z§n)

Alors il existe un unique n-systéme généralisé P = (Py,...,P,) sur [q1,q2n—1] =
[nai,nay] dont le graphe combiné est le suivant :

(lpy — — —
n I I
] I I
I 1 I
: n—1 :
e L !
A = |
| 1 !
1 . : ! ) n—2 : !
n—3,." | : 5 \ :
A3 o -~ L 3 ! !
- | ! | !
M9 ————— o ———— ; ! I 5 ! I
1 X | : A | : 1
n—1 | 1 | i 1 | !
Ay -—— ¢ } 1 } 1'.1| ! 1 :
I ! | ! ;! | ! I
p n— n Yn+1 Yn+- 2n— 2n—
bl q2 qs n—1 9n Gn+1qn+2 Gan—2 Gan—1

FIGURE 6 — Graphe combiné d’un n-systeme généralisé.

(Sur cette figure, chaque nombre 1/m désigne la pente d’un segment et m est le
nombre de composantes de P dont le graphe coincide avec ce segment sur l’intervalle
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[Gi, giv1] correspondant.)

De plus, pour j=1,...,n—1 on a

. . - J
inf v;(q"'P(a)) = wya) et swpii(aP(g) =
ot les bornes inférieure et supérieure sont toutes deux prises sur l’ensemble des q €
[nay, nay).

Preuve Cf [15] (proposition 5.1).

Le prochain résultat permet de changer l'intervalle de définition d’un n-systeme
généralisé tout en conservant certaines informations.

Lemme 8.4.2. Si P : [a,b] — R" est un n-systéme généralisé avec b > a > 0 alors,
pour tout d > ¢ > 0 vérifiant d/c = b/a, Vapplication P : [¢,d] — R™ donnée par

P(q) = “P(%q) (a¢[cd)

est aussi un n-systéme généralisé. De plus on a pour tout j =1,...,n
inf 9;(¢"'P(q) = inf ¢;(¢7'P(g)) et sup (¢ "P(q)) = sup ¥;(q 'P(g)).
q€[ab] q€[c,d] q€[a,b] q€le,d]

En fait, le graphe combiné de P est I'image du graphe combiné de P par un chan-
gement d’échelle de rapport ¢/a. Remarquons enfin que le lemme reste vrai pour
les n-systemes généralisés, ce qui permet de montrer la proposition suivante.

Proposition 8.4.3. Soit E un sous-ensemble non vide de Z(n)

n-systéme généralisé P sur [1,00] qui vérifie pour j =1,...,n

. Alors il existe un

lim inf 4, (q_lP(q)) =infy,;(E) et limsup; (q_lP(q)) S

q—o0 q—o0 n
Preuve On reprend la construction de [I5] (proposition 5.4).

Si B = {(1/n,...,1/n)}, on prend simplement P(q) = (¢/n,...,q/n) (avec ¢ > 1).
Sinon, on choisit une suite (a(i))izl de points de A(™ dont ’ensemble des points d’ac-
cumulation est I’adhérence E de E. Pour tout i > 1, on considére le n-systéme généralisé
attaché au point a® par la propositionet, en partant de g; = 1, on utilise récur-
sivement le lemme pour le transformer en un n-systéme généralisé P() défini sur
un intervalle de la forme [g;, gi+1]. Par construction on a

. - i i - % ]
inf (g7 PI(g)) =wy(a?) et sup (¢ ' PY(g)) ==. (810
q€[qi,qi+1] q€[qi,qit1] n
Notons aussi que
PO (q) =P (q) = (¢s/n,-...qi/n) (i >2)

et que limsup ¢;11/¢; > 1 car E contient au moins un point (ay,...,ay) tel que a, > a;.
Cela implique lim ¢; = co et donc il existe un unique n-systéme généralisé P sur [1, oo|
dont la restriction & [g;, ¢i11] est P(®) pour tout i > 1. Par (8.10]), on obtient finalement
liminf; (¢~ 'P = liminfe;(a?) =inf¢;(E) et limsup,;(¢ ‘P A
b % (q (Q)) i 1/13( ) Tﬁg( ) q—)oop % (q (Q)) n

pour j=1,...,n.
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8.5 Preuve du théoréme principal

Le résultat qui suit est dernier résultat intermédiaire dont nous avons besoin pour
démontrer le théoreme [8.1.4]

Proposition 8.5.1. Soit n > 1 un entier. Supposons que gl,...gn € [0, 1] vérifient
les inégalités ¥ < mn/(n+1) et
% < Yin ot 1-9 < =%
j T i+1 ntl—j = n—j

Alors il existe un sous-ensemble fini non vide E de Z(H—H)

¢, =ming;(E) (1 <j<n)

(1<j<n-1). (8.11)

tel que

Preuve On présente la construction de la proposition 6.1 de [I5].

Sin =1ona¢ < 1/2et on prend simplement £ = {(¢,,1 — %)} Supposons
maintenant que n > 2 et soit k € {1,...,n — 1}.

Affirmation : il existe un a € Z(nﬂ)
égalité pour j =ket j =k+ 1.

Pour montrer cela on pose ¢ =, /k et d = (1 —%Hl)/(n — k), et on considére le point

tel que 9;(a) > l/Jj pour j = 1,...,n avec

a=(c,....c¥, v, d. . d)ecR*
—— T TR e —

k fois (n—k) fois
Par hypothése ¢ > 0, et les inégalités (8.11)) pour j = k donnent ¢ < ykﬂ -y, <d
—(n+1
Comme la somme des coordonnées de a vaut 1, cela assure que a € A(n+ ). Notons

aussi que les inégalités montrent que les quotients ¥, /et (1— yj) /(n+1-—7)
sont des fonctions croissantes de j € {1,...,n}. On en déduit que pour j = 1,...,k
on a yj/j < c et finalement ;(a) = jc > %j avec égalité si j = k. De méme, pour
j=Fk+1,...,nonad < (1= .)/(n+1—j) et on obtient 1;(a) = 1—(n+1—j)d > yj,
avec égalité si j = k + 1. Cela prouve laffirmation.
On conclut en faisant varier k, ce qui donne un ensemble fini de points avec les propriétés
requises.

d

Remarque : En général on ne peut pas espérer que E consiste en un unique élément.
Roy fournit un contre-exemple assez simple dans son article. Il remarque en effet que

tout point a = (a,...,ans1) € AT Gerifie
Yi-1(a) +¥j4(a) — 2¢(a) = aj41 —a; 20 (2<7 <n),

et par conséquent il n’y a par exemple aucun a € A vérifiant Yi(a) =0, Ye(a) =1/3,
¥s(a) = 1/2 bien que (¢, v,,¥,) = (0,1/3,1/2) vérifie les inégalités (8.11) pour n = 3.

Preuve [du théoréme [8.1.4]. Nous reprenons les arguments de [I5]. Soit wo, ... ,wp—1 €
[0, o0o] vérifiant les conditions du théoréme Comme le suggere la proposition
on définit 1

%j = o i1 €1[0,1] (1<j<n).
Ces nombres vérifient toutes les hypotheses de la proposition ci-dessus. Soit E' le
sous-ensemble de Z(H—H) donné par cette proposition et P le (n+ 1)-systéme généralisé
sur [1, 00| construit dans la proposition a partir de ce choix de F. Alors on a

liqug}fwj (q_lP(q)) =infe;(FE) = %j et limsup); (q_lP(q)) __J

q— 00 n+1
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Le corollaire [8:3:8] et le théoréme d’approximation [8:3.3] fournissent l'existence d’un
vecteur u € R™™! non nul tel que la différence P — Ly, soit bornée sur [1,00[. Cela
implique, par définition des quantités gj(u) et 1, (u),
J
n+1

Y. ()= et P;(u)= (1<j<n).

Maintenant, en utilisant la proposition [8:2.2] cela implique que pour j =0,...,n — 1,

1 1 41
¢n7j(u) n—=17

Enfin, puisque &, _1(u) = n < 00, les coordonnées de u sont nécessairement linéaire-
ment indépendantes sur Q (cf la remarque apres la définition [8.1.1)).
O
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